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12. Los atomos polielectrénicos

Entre los sistemas cuanticos de interés quimico mas sencillos se encuentran los atomos.
Como ya se coment6 anteriormente, s6lo para los dtomos hidrogenoides es posible obtener
la solucién exacta, ya que la presencia de la repulsion electrénica impide la separabilidad.
Por esta razén, en este capitulo se plantean diferentes modelos para obtener una
descripciéon aproximada de la estructura electrénica de los sistemas atémicos y se analiza

el problema de la bisqueda de la solucién exacta.

El hamiltoniano de un sistema atémico con N electrones tiene la forma

n 2 N N 1 -1 N 1 n n

H=—— q22—+q222— T+V, (12.1)
2# i=1 i=1 r, i=1 j=i+1 r,]

en donde

n 2 N ) n n n n il

T=—— , V=V +V , =-7q0°) —
2“ =) 1 he ee ne P r;

n N-1 N 1 q2 1 qZ i 1 eZ

V =q¢ —= ) =Ly = = ) 12.2

a =1 = ,;1 r. 2 g‘r 2 %“ r T = ane (122)

U U U 0

La suma primada indica que los indices de la suma no pueden ser iguales. En el caso del
operador V_, se excluyen todos los términos en donde i = j . Para este sistema, la funcion

de onda depende de las coordenadas de los N electrones y de sus espines,
¥=¥(F,F,..7, ), (123)

por lo que la ecuacién de valores propios de la energia es una ecuacién diferencial parcial
en 3N dimensiones espaciales y N dimensiones de espin. Por la presencia del término de
repulsion electrénica, el hamiltoniano atémico no es separable, por tanto, para obtener la
solucion exacta, es necesario resolver la ecuacién directamente. Este es un problema muy
complicado, incluso para el caso de dos electrones, por lo que es necesario recurrir a

modelos simplificados para analizar las propiedades generales de los sistemas atémicos.

Por simplicidad, se ha elegido un sistema especial de unidades para trabajar con

sistemas atémicos y moleculares. A este sistema se le denomina sistema de unidades
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atémicas. La definicion de este sistema estd basada en asignar una unidad atémica a un
conjunto de constantes fundamentales que aparecen frecuentemente en la ecuaciones

cuanticas. Asi, se ha elegido la asignacion siguiente,

fi=1ua, m, =1ua, q2 =1ua, e=lua, .. a = =lua , (12.4)

en donde la abreviatura ua representa una unidad atémica. Por ejemplo, en este sistema de
unidades, la energia hidrogenoide queda en la forma
hidro) quz Z2 Z2

E( =— =—£ 5 =—-ua, 12.5
2a0n2 °2n*  2n? (12.5)

y para el hidrégeno en su estado basal,

(hidro) _

E =

Z=1,n=1

N =

ua=—7Hartree. (12.6)

Tradicionalmente, a la unidad atémica de la energia se le denomina un Hartree.

En estas unidades, el hamiltoniano de un 4tomo toma la forma

A . S, Y1 1 , Z 1
H=-13V2-7Yy =413 ' ==Y -1v2 2 1413 = (12.7)
Sl i=1 I 2 iy 2 r ’ i T

12.1. El modelo de particulas independientes
Un modelo de particulas independientes representa a un sistema de particulas sin
interaccién y, en el caso de un atomo, la repulsion entre los electrones no estaria presente.

Para este modelo, el hamiltoniano es separable,

N
A~H, =T+V =Y A" (12.8)

1
=1

en donde los sumandos son hamiltonianos hidrogenoides,

. 2 2
) - I e 20 (12.9)

1 1

2u r
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En este caso, la funcién propia resulta ser un producto de funciones monoelectrénicas,

¥(F 7 )= H‘/’k( ). (12.10)

que son kets propios de un hamiltoniano hidrogenoide,

2 72 2
"(hidro) _ _ q A — A
h ¢k>_8k|¢k>’ ‘ > ‘nkk k> gk__%a__z__%go_z’ (12.11)
o n,
y la energia es la suma de la energfas individuales, €, ,
N
=Ye,, (12.12)
k=1

que son los valores propios del mismo hamiltoniano hidrogenoide.

12.1.1. El comportamiento cualitativo
Para analizar el comportamiento cualitativo de las propiedades energéticas de este

modelo se consideran especies con capas totalmente llenas. Esto es, sistemas en donde los
orbitales estan totalmente ocupados para todos los valores de n, desde 1 hasta N__ . As,

para un sistema de este tipo, la energia se puede calcular en la forma

Nmax n
£,-3 3322563 Y 1m0 e S(ast) e, (21
n=1 1=0 m=—1 n=1 1=0 m=—1 n=1 1=0

en donde se han colocado dos electrones en cada orbital. En forma similar, el namero de

electrones que contiene este sistema corresponde a

maxn 1

N= 2222—1N (AN +1)(2N +1). (12.14)

n=1 =0 m=—

Esta expresion ctibica no permite obtener una relacién simple entre N y N__, sin

embargo, para un sistema con muchas particulas, N__ >>1, esto es posible,

N=2N° | (12.15)
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y la magnitud de la energia crece como una potencia de N,

v )"
Ez—SOZZ[7J . (12.16)

Por ejemplo, para un dtomo neutro, N =Z, se obtiene una relacién muy simple entre la

energia y el naimero atémico,
3 1/3
E~-¢, (—j LS (12.17)

Es importante mencionar que en este modelo, la ausencia de interaccién ocasiona que el
orden de los orbitales sea distinto al orden de llenado de los atomos reales, por lo que los
sistemas con capas llenas son analogos a los gases nobles, aunque no tienen la misma
configuracion electrénica y, por consecuencia, tienen un namero de electrones diferente.

También es importante recalcar que la aproximacion realizada para sistemas con muchas

particulas, N__ >>1, introduce una aproximacién adicional, como se muestra a

continuacién. La tabla 12.1 permite observar que el valor de aproximado de N__ que se

obtiene de la ecuacién (12.15) esta sobrestimado practicamente por una constante.

Tabla 12.1. Los d4tomos de capas llenas en la aproximacién de

particulas independientes.

N configuracion N (% N )1/3

max

1 1s2 2 14
2 1522522p6 10 2.5
3 1s2....3410 28 3.5
4 1s2...4f14 60 4.5
5 1s2....5418 110 5.5

12.1.2. El1 &tomo de helio

Para el &tomo de helio, la configuracion electrénica del modelo coincide con la real, 1s2.

A este dtomo le corresponden los pardmetros N =1, N=2y Z=2. Por lo tanto,

E)=-¢Z'=—4ua. (12.18)

12-5



Al comparar esta aproximacion con el valor experimental, E op = —2.905ua, se observa
una desviacion importante. La energia de ionizaciéon presenta un comportamiento similar,

. e 7Z* e 7Z°
I=EY —E{f:——‘]z +gozz=—°2 =2ua,

I =E" —E =0.905ua, (12.19)
con un error superior al 100%.

En este modelo sin interaccion, la energia de ionizacién del helio representa la mitad de
la energia total. Por lo tanto, una forma de corregir el modelo consiste en suponer que
cada electrén siente la presencia de un niicleo con una carga distinta, denominada carga
nuclear efectiva ({). Esta carga ficticia es el resultado del balance entre la atraccién nuclear

que experimenta cada electrén y la repulsion con el otro electrén. El modelo de particulas

independientes, bajo la presencia de una carga nuclear efectiva, lleva a
El(¢)=-¢,s". (12.20)

Si se elige la carga nuclear efectiva de tal forma que se reproduzca el valor de E g;,

entonces,

(12.21)

Se denomina constante de apantallamiento a la cantidad S=Z—{, que representa el

numero de protones que son apantallados por la presencia de los otros electrones en el
atomo. Para el helio, S, =0.30, por lo que, dentro de este modelo, el otro electron del

orbital 1s tiene un efecto equivalente al 30% de un protén.

Desde luego que esta modificacién no es perfecta. Al calcular la energia de ionizacioén

que, para este modelo, corresponde a la mitad de la energia total,

It =—1EH6(;)=—1E

He
2 Pl 2 exp

1
= EEOC ?=1.45ua, (12.22)

se observa una sobrestimaciéon del 60%.
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Esta no es la tinica forma de introducir el concepto de carga nuclear efectiva y su

generalizacion para sistemas con mas electrones no es sencilla, sin embargo permite

mostrar las deficiencias que se presentan al sobresimplificar el problema.
12.1.3. El modelo polinomial
En los sistemas de capa llena, la relacién entre N y N se aproximé asintéticamente

>> 1) por la ecuacién (12.15). La relacién entre ambas variables se puede analizar
(12.23)

(Nmax
con mas detalle. La ecuacion (12.14) se puede escribir como
N=1iN_ (N +1)(2N  +1)=2N? (1+1/N_ )(1+1/2N_ ),

(12.24)

sin embargo, es claro que

N> %N:lax 4
y la tabla 12.1 muestra un regularidad interesante.

e |

Figura 12.1. La grafica de la funciéon f(x):%x(x+1)(2x+1).

Las variables N y N __ estan relacionadas por la ecuacién ctbica de la ecuacion
12-7

X
(12.14). Es importante mencionar que, en general, una relacion ciibica no es invertible. La



Figura 12.1 muestra que la relacién no es uno a uno. La relacién polinomial esta dada por

la funcién
f(x)z%x(x+1)(2x+1), (12.25)

que tiene tres raices reales, x=0,—1,—1. Por tanto, esta funcion tiene un comportamiento

oscilatorio en el intervalo [-1,0] y presenta extremos en X Jmin = —%(1i 1/ \/E ) con valores
pequenos, f Jmin iZ\/g / 27=%0.128. Por lo tanto, para N 21, la relacion siempre es
invertible.

Una forma de invertir la ecuacién ctbica proviene de resolver el polinomio de grado

tres,

X’ +ix*+1x-3iN=0. (12.26)

Usando las féormulas de Cardano se tiene que la raiz real para el caso N 21 esta dada por

N =X, = (%N)1/3{(1+(1—0¢)1/2)1/3 +(1—(1—a)1/2j1/3:l—%, (12.27)
en donde

1 1
a < <<1. (12.28)

3(18N)" 3(18)

Por lo tanto, al desarrollar en series con respecto a « se tiene que
1/3 _ 1/3 k/3
N,..=(3N) =1+0(N"?)=(3N) "X (2N) (12.29)
k

1

con Co=1, ¢, =3

, .... Note que el primer término corresponde a la aproximacion

asintotica, mientras que el segundo coincide con la desviacién que se observa en la tabla

12.1. Los términos restantes disminuyen al aumentar el valor de N .

Combinando las ecuaciones (12.13) y (12.29), se obtiene una expresion para la energia

como funciénde N y Z,
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EM=—g 7N = —gozz[(gzv)l/ ’ —%+0(N‘1/ 3)} = —go(g)l/ "INV kie 204, (1230)

X

o bien como funcion de Z y la carga delion, Q=Z—N,

1/3

E(Z,Q):—eo(§)1/3Z7/3[1—%) +ig P4, (1231)

Con esta ecuacion se puede evaluar la energia de ionizacion, I=E (Z ,1)—E (Z ,O), la

I+A
afinidad electrénica, A=E (Z ,O)— E (Z ,—1) , la electronegatividad de Mulliken, y = T

y la dureza de Pearson, 1), =I—A. Cada pardmetro tiene una dependencia distinta con Z,

E~-7"°, 1=7", A=Z**,  y,=Z",  n,=Z". (1232

La electronegatividad y la dureza también se pueden obtener por derivacion directa,

JE s (J"EJ
X=| — =7"", n=
[8Q]ZQ_0 an A

12.2. La repulsién como una perturbacion

=73, (12.33)
Q=0

Si se toma al término de repulsién como una perturbacion (Seccion 8.2), el sistema de
referencia corresponde con el modelo de particulas independientes. Para el estado basal

del 4tomo de helio, la funcién de referencia es un producto de funciones hidrogenoides,
0 e _ _
‘q)( )>:’w§1 >:|¢1s¢1s>:¢1s(r1)¢1s(r2)’ (12‘34)
mientras que la energia a primer orden toma la forma
E ~E +ao (12.35)
P PI ’ .

en donde la correccién a primer orden es una integral del operador de repulsién, ecuacién

(8.25),

v, W,Ij,e>Zqz_[(b;(ﬁ)q);(Fz)rlz‘lq)ls(ﬁ)(pls(@)dfl dr,=%e 7.  (12.36)

w(l) = <‘//§,e

Asi,
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E, =& -2"+3Z], Ef~-2.75ua. (12.37)

En esta aproximacion, la energia es més cercana al valor experimental que en el modelo de

particulas independientes, ecuacién (12.18).

El método variacional permite obtener una mejor aproximacion a la energia, a través

del uso de una familia de funciones exponenciales,

0. (Cr)=4(L)e ™. (12.38)

En este caso, el valor promedio de la energia depende del pardmetro variacional, {,

E=£(¢)=(0,9.|H)9,9..). (12.39)

La mejor aproximacién a la energia del estado basal, dentro de este modelo, se obtiene por

minimizacion (Seccién 9.2.3). El minimo en esta familia de funciones se localiza en

¢ =Z-5/16y

By =min £6)=£(8,.)=-¢,2° 1—8%+[16in . (12.40)

Para el helio, Z=2, Cgfn =1.6875, S‘I;:R =0.3125y

E =-2.85ua. (12.41)

VAR~
Este valor se acerca atin mas a la energia experimental.

En general, para atomos los polielectrénicos, la energia a primer orden toma la forma

ij

‘ 2
E, =~ zN;efh“”m) + %2 (), (12.42)

en donde las integrales de repulsiéon pueden reducirse a integrales de dos particulas,
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¢ (r")=a'(o0,
=¢* [0/ (F; (r)

= fo(i(7) s ‘ﬂ’i(ﬁ)%('i)dﬁd@qu(ij\ij)zlij

|¢¢ 9,)=a"(09|r[09,)

F)o, (T )drdr, . (12.43)

n=-n

A este tipo de integrales se le denomina integrales coulémbicas y se pueden simplificar

Z_.: -1 s . L, e
usando coordenadas esféricas y el desarrollo del operador r;,” en armoénicos esféricos,
ecuaciones (8.22-23),

(1) [, ()1 (B.0,)R,, ()1, (0.0
1

h

R, (r)r,, (6,0,)R, Y, (6,,)d7dF, , (1244)

= 471-;?11[1; (nl,li;njlj)+I£(nj1j;nili):|-2113(1jmj;1m)12 (liml,;lm)

en donde

IZL(n’,I';n,I)E J.:Rj,[,(r)rl‘L J.(:R:I(r’)r’m dr'dr.

L(rmsLm)= [, (Q)Y,.(Q)Y, (Q)de. (12.45)

I'm 'm Im

12.3. El teorema virial y el escalamiento
Para los sistemas con potenciales coulémbicos, el teorema virial establece una relacién

entre las componentes de la energia,
2(T)=—(v). (12.46)

Sin embargo, cuando se usan funciones aproximadas, esta relacién no necesariamente se
satisface. En esta situacion, es posible modificar a la funcién aproximada para obtener una

mejor aproximacién de la energia.

Sea ‘CD> ( I sl ) una aproximacion a la funcién de onda. Mediante un cambio de

escala, FI.'E nr;, con >0, se puede construir una funciéon nueva,
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‘cpn>chn(fl,...,FN):n”/ch(nfl,...,nf,v)=n3N/2cD(F1',...,f,;), (12.47)

que estd normalizada,

(@)@ )= [|@, (7., )| dF..dr, =0 | & (7.7, @271...,r )dF....dT, s
= Jlo(zri ) d(om) (o7, )= [ (7 | e = (@]e) =1
Asi,
(1) =(o e, )=r{r),
n
), =078, S (0 Yo, |- 25 (o Yo )oalt).  2e0
! ij I i
E,=(0, A, )=n*(T)+n(v).
Minimizando con respecto al pardmetro 7] se obtiene la energia minima,
2
=_<V_>' (12.50)

Si ‘q)exm> es la funci6n exacta, esta funcién cumple con el teorema virialy 7 =1, por

., . . t
lo que esta funcion no se puede transformar por este procedimiento, ‘Cbex‘” >=|(I>n> . Para

una aproximacién que no satisface el teorema virial, el cambio de escala mejora la

aproximacion de la energia. Ademés,

B = _<T>nmm B §<V>nmm / (12.51)
por lo que
(1) =(v) . (12.52)

Asi, la funcién reescalada no sélo tiene una energia menor, sino que ademas satisface el

teorema virial.
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Por ejemplo, considere la funcion del modelo de particulas independientes para el
CD> - ‘WP1> ’

(Ty=2*,  (v)=-22°+3Z, E™=-275ua=E} . (12.53)

helio,

En este caso,

5 , 5. 25 .
nmin = 1—E< 1 Enmin =7 +§Z 256 Enmm =—-2.85ua= EVAR (1254)

12.4. El método de Hartree

En 1928, se propone un método para incluir la repulsién electrénica en forma intuitiva.

La funcién de onda tiene la misma forma que en el modelo de particulas independientes,

v, )= ﬁ¢”(F) (12.55)

salvo que cada una de las funciones monoelectrénicas, orbitales de Hartree {¢I,H (F) }, es

solucién de una ecuacién particular de valores propios,
TH H _ H H
h'g =¢e ¢ . (12.56)

A este conjunto de ecuaciones se les llama ecuaciones de Hartree, en donde el operador

~

H .2 . , .
h” toma en cuenta la repulsién que siente el electrén i,

R =" 4 q Zj (7)o ( )d_’ ey +VI (12.57)
k#i | Z,LL

Este operador corresponde al hamiltoniano de un electréon que se mueve en el potencial

efectivo de Hartree,

V(7 ): +2/ (7). (12.58)

k#i

que contiene a la atraccion nuclear e incluye la repulsién debida a los otros electrones, a

través los potenciales electrostaticos generados por los orbitales correspondientes,
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o\r
_—,dF’ ) (12.59)

Las ecuaciones de Hartree forman un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales

acopladas, que deben resolverse por aproximaciones sucesivas. Se parte de una

aproximacion inicial, {(])}((0)

}, y se calculan los potenciales efectivos, {Veg?k } Con estos

potenciales se resuelven las ecuaciones de Hartree para obtener la primera aproximacién

de las soluciones,

e A T S (A S (12.60)

Este procedimiento se repite hasta se alcanza la convergencia,

<5, (12.61)

(n+1)_ (n)
vy

¢i(n+1) _ ¢I(n)

Originalmente el criterio de convergencia s6lo involucraba a los potenciales efectivos, por
esta razon, a este procedimiento se le denominé el método del campo autoconsistente, SCF

(Self-Consistent Field).

Es importante mencionar que los orbitales de Hartree no son ortogonales. Esto se debe
a que cada orbital proviene de un hamiltoniano diferente, ya que cada potencial efectivo
contiene términos distintos.

Por ejemplo, en un dtomo de capa cerrada los potenciales V;JI;I son esféricamente

simétricos, por lo que cada ecuacién de Hartree es separable,

2 n?l(1+1
o (F)=R,(r)Y,, (6.0), —ZZrZ%(rZR;)+ %H@;k(r) R =¢eR,. (12.62)

En este caso, hay que resolver un sistema de ecuaciones radiales.

Para un conjunto de orbitales dado, la energia promedio se calcula con la funcién de

onda del método de Hartree, que es un producto de orbitales,
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hldro

J=2v,

EH:< ,

:i< ~(hidro) >+%22<¢1H¢]Hri

i=1 ij 12

N 2

v+ )
i=1 2 i
= Ty

J

¢iH j>:i£l(h1dm 4 Z ]U

, (12.63)

Il
—_

. (hidro) . . L. .
en donde las integrales € ', denominadas integrales monoelectronicas, incluyen a los

operadores de la energia cinética y atraccion nuclear, ecuacion (12.9), y se definen como

hldro hldm

<¢|h > (12.64)

mientras que las integrales bielectrénicas,

J,=a00,|r00,)=(0)] |0.)=(ili)=1,. (12.65)

12

estan asociadas con la repulsion electrénica.
Para el &tomo de helio, el método de Hartree proporciona una ganancia energética
pequeiia,

He
E ~=-286ua. (12.66)

Sin embargo, para &tomos con mas electrones, el efecto es mas relevante.

12.4.1. El teorema de Koopmans

La energia de un catién se puede aproximar usando la funciéon del sistema neutro.
Suponga que es posible remover al electrén k y que los otros electrones aun quedan
descritos con los mismos orbitales (no hay relajacién). En este caso, la energia del catién,

dentro del modelo de Hartree, toma la forma

Er =Y el ZJU (12.67)

i#k 1]¢k

Asi, la energia de ionizacion puede aproximarse por

I =E —E, ~- gl jﬁ]ﬂ (12.68)

Jj#k

Pero, al proyectar la ecuacién de Hartree, ecuacion (12.57) sobre el bra <¢: , se tiene que
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ﬁH

k

g = <¢: ¢, > = E;Ehidm) + Z;J e (12.69)

Por lo tanto,
I ~E, —E, =—-¢. (12.70)

Esto es, los valores propios de las ecuaciones de Hartree puede usarse para estimar a la
energia de remocién de un electron. A este resultado se le conoce con el teorema de

Koopmans.

Si se suman todos los valores propios, ecuacion (12.69), no se obtiene la energia de

Hartree, sin embargo se tiene que

1o
Yel=E, +52 J;- (12.71)
k i

Por lo tanto, los valores propios no representan a la energia de cada particula. De hecho,
en un sistema con interaccién, en general, la energia no es separable. En este modelo, la

energia se puede escribir como combinacién de los distintos tipos de integrales,
_ H 1 ' _ (hidro) 1 '
E, =&l —1> ], =2 41>, (12.72)
k ij k ij

Incluso se puede escribir como un promedio,

E = 12(8: - e,(f’”"r”)) . (12.73)

Las ecuaciones de Hartree se pueden resolver numéricamente, aunque también se usa

el método de combinacion lineal de funciones.

12.4.2. Los orbitales tipo Slater (STO, Slater Type Orbitals)

Los orbitales tipo Slater son funciones parecidas a las funciones hidrogenoides, pero sus
integrales son mas sencillas. Por esta razén se utilizan con frecuencia para resolver
problemas atémicos. Estas funciones son productos de una potencia por una funcién

exponencial,
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1/2

07"(F)= (2¢) (zgir)"‘_le‘éf’y (6.0), (12.74)

Lm,
o

y estan normalizadas. Por ejemplo,

O R g

Sin embargo, los STOs no son ortogonales. Para las dos funciones anteriores se tiene que

3/2
(07057 =843 —525(515€25)4 : (12.76)
(&,+&,)

El método de ortogonalizacion de Graham y Schmidt

El método de Graham y Schmidt se utiliza para ortogonalizar conjuntos de funciones.

Sea {‘¢1>} un conjunto de funciones linealmente independientes que no es ortogonal. Este
método provee un algoritmo para construir un conjunto ortonormal {| %,>} combinando
linealmente a las funciones originales, {‘¢1>} , las cuales deben estar normalizadas.

Se elige arbitrariamente a la primera funcién,

2,)=l0,). (12.77)

La segunda funcion del conjunto ortonormal se construye como una combinacién lineal de
la segunda funcién del conjunto original y las funciones de la base ortonormal que ya se

tienen, en este caso,
‘%z>:“z[|¢z>+b21|%1>] (12.78)

El coeficiente b,, se fija con la ortogonalidad con las funciones de base nuevay a, por

normalizacién. En general, para i>1,

‘Zi>:ai|:|¢i>+§bik %k>}’ (12.79)
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de tal forma que <Z1‘Zi> =0, paratoda [<i. Asi,

i—1 2 -1/2
b, =—(x,/%,). ai:( ~Y'|b, ] . (12.80)

Por ejemplo, para un conjunto de STOs, las funciones ortogonalizadas tienen la forma

)=o) )= afle)en )]

) =a |0 )b bl | 1281)
en donde

bl i)

b, ==(x0)= (o7 |o:™), a,=(1-p2,-b2) " (12.82)

b, =~(1,|o7")==a,[ (6|07 )+b,, (6"]01")]. ..

Todas las integrales se calculan directamente usando la ecuacién (12.74).

12.5. Los estados cudnticos
El estado cuédntico de un sistema microscépico esta caracterizado por un conjunto de
nimeros cudnticos asociados con los operadores que conmutan con el hamiltoniano y que

ademads conmutan entre si.

En un dtomo polielectronico, los operadores de momento angular orbital total y espin

total conmutan con el hamiltoniano,

=YL, L=SL P=Li=YiL,
i=1 =1 y

ﬁ:iﬁ’”‘dmﬂ—zzi [A.17]=0 (AL, ]=0 (12.83)
il 275 I , ' , i ,

(7,87 ]=0, (41,5, ]=0,
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aunque [H,L ,]7&0 .
Z1
Si se toma en cuenta la interacciéon espin-6rbita,

/o

A% = L-S, (12.84)

2u’cr?
es necesario considerar al momento angular total,
[A%,]]=o0, [A%.],]=0. (12.85)

Esto es importante en aquellas especies con varios electrones desapareados, como es el

caso de los metales de transicion, lantanidos y actinidos.

La informacién sobre las caracteristicas de cada estado, (L,S i ) , se presenta en un

simbolo denominado el término espectroscépico. Este simbolo tiene la forma
25+1
L, (12.86)

en donde 25+1 esla multiplicidad y L se representa en la misma forma que en los

orbitales hidrogenoides, pero ahora con letras maytsculas, L: 0—S, 1—P, 2-=D,....

Los atomos de capa cerrada

Un atomo de capa cerrada tiene a todos sus orbitales completamente ocupados. Por lo
tanto, los electrones toman todos los valores posible de m y m_ que les corresponden,

entonces,

M, =¥ m=0, M=) m_ =0. (12.87)

Este es el tnico valor posible de ambas sumas, ya que no hay otra forma de acomodar a los

electrones. Por lo tanto, L=0,§=0=> /=0 y le corresponde un singulete S: 'S .

Los atomos hidrogenoides

En este caso solo hay un electréon, S=s=1, L=], j:‘l—%

1 , 2 .
=3, , I+E . Asi, el término

espectroscopico depende del orbital ocupado. Para los orbitales 1s, 2s, 2p, ..., se tienen los

12-19



siguientes términos espectroscopicos, 12.5'1/2 ’ 2251/2 , 22131/2 ’ 22P3/ --. El primer

2

namero se utiliza para distinguir a los estados con término espectroscépico igual.

Loa atomos con un electrén en su capa abierta

Para un 4tomo con sélo un electrén en su capa abierta (metales alcalinos, grupo del

boro,.....) tiene los siguientes valoresde M, y M,
M, =3 m=m*, M=) m =m?*, (12.88)

*

en donde m* y m_* son los valores de m y m_ del electron desapareado,

respectivamente. Asi, se tienen los términos espectroscépicos siguientes:

Observe que estos sistemas tienen los mismos términos que un dtomo hidrogenoide.

El grupo del carbono
Para el estado basal de los elementos del grupo del carbono (grupo 14), los dos

) ) . P T e 1
electrones desapareados estan en el mismo orbital p. Asi, [, =1,=1y s =s,=7,ylos

posibles valores de los momentos angulares totales son L=0,1,2 y §=0,1.

Tomando en cuenta el principio de exclusion y la indistinguibilidad entre los

electrones, el nimero total de estados para dos electrones en un grupo de n orbitales

resulta ser %n(n— 1) . Por lo tanto, para n=6, hay 15 estados.

El principio de exclusiéon impone las siguientes restricciones, si m, =m, , entonces

m_ #m_;ysim =m_, entonces m #m,.Estas condiciones estdn tomadas en cuenta

en la construccion de las tablas siguientes.

Para ML=m1+m2,
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M L 1 0 -1
a B « B o B
1 o 2 1 1 0 0
Bl 2 1 1 0 0
0 o 1 1 0 -1 -1
Bl1 1 o0 |
1 oa | 0 o -1 -1 -2

B0 o -1 -1 -2

Por lo tanto, por los valores de M, se tiene que L=0,1,1,1,2.

En forma similar, paraM;=m_ +m_,,

M, 1 0 -1
a B a B a B
1 o 0 1 0 1 0
B | O o -1 0 -1
0 o |1 0 0 1 0
Bl1O0 -1 0 0 -1
1 o 1 0 1 0 0

plo0 -1 0 -1 0

que corresponden con $=0,0,0,0,0,0,1,1,1.

Finalmente, para M] =M +M_,

M ; 1 0 -1
1 2 2 1 1 0
2 1 0 0 -1
0 2 1 0 0 -1
1 0 0 -1 -2
-1 1 0 0 -1 -2
o -1 -1 -2 -2

Porlo que /=0,0,1,2,2. Sin embargo, no todas las combinacionesde L, S y J son

permitidas, ya que sé6lo hay 15 estados.

Paralos casos enque my=m, y m_ #m_,, M, =-2,02, M;=0y M =-2,0,2. Porlo
tanto, se tiene que las combinaciones =0, L=2y J=2, le corresponden al término

espectroscopico 1D2' Este término contiene 2/ +1=5 estados.

Atin quedan 10 estados, pero de la tabla de valores de M, se observa que s6lo quedan

tres grupos con L=1 (9 estados) y uno con L=0 (un estado). En forma similar, aan hay
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tres grupos con S=1 y uno con $=0, mientras que J/=0,0,1,2. El estado con

S=L=]=0 tiene asociado el término 'S ,- Por lo tanto, para los estados restantes,
— C— — : 4 : Zo 3 3 3

L=S=1y J=0,1,2, se tienen los términos espectroscopicos °P,, °P, y °P,.

Para poder separar energéticamente estos estados es necesario incluir la interacciéon
espin orbita (Seccién 10.3.2), asi,
N a4 1 A A
EJSO(L,S)z<]LSM]‘HSO|]LSM]>= A<L-S>=—A<]2 -8
. 2 (12.89)
:?A{](]+1)—L(L+1)—S(S+1)}

3P,
2A0°
3p 3Pq
3Po Ah

Figura 12.2. Esquema de la separacion entre los estados del triplete
P, debida a la interaccién espin-6rbita.

Cuando L y S estan fijos, la energia crece con J. Ademas, la separacion entre términos

con valores consecutivos de J se muestra en la Figura 12.2 y esta dada por

ES —EP=1’A(]+1). (12.90)

J+1
Los estados asociados con la configuracién np2 del grupo del carbono se representan en

la Figura 12.3.
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'D 1Dz
‘P,
'R,
an
I:IP[ I:[PI +I}ee I:IPI+I}ee +I:ISO B0

Figura 12.3. Caracterizacion de los estados electronicos para la

configuracién np2.

12.5.1. Las reglas de Hund

Se tiene un conjunto de reglas empiricas para predecir la estabilidad relativa de los
diferentes términos espectroscépicos asociados con una configuracién electrénica dada. A
estas reglas se les conoce como las reglas de Hund y presentan un conjunto de criterios

que se aplican a un grupo de estados para ordenarlos energéticamente.
(1) El estado de maxima multiplicidad es el mas estable.

(2) Para la misma multiplicidad, el estado de mayor L es el mas estable.

(3) Sea nl* la configuracion de la capa abierta:

(a) cuando x<2[+1, el estado con menor ] es el mas estable,

(b) cuando x >2[+1, el estado con mayor ] es el mas estable.

Por ejemplo, para el carbono, la primera regla indica que el estado P debe ser mas

estable. A partir de la segunda regla se tiene que E('D)<E('S).
P g g q

Para los 4tomos ligeros, normalmente se acostumbra acoplar el momento angular

orbital y el de espin de por separado, y finalmente obtener el momento angular total,
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| =L
: =J. (12.91)
s, —S

Por otro lado, lo mas comtn para los dtomos pesados es acoplar la parte orbital con la de

espin para cada electron, y, finalmente, obtener el momento angular total,

!
S, (12.92)
S.

1

El analisis de los espectros atémicos revela que no todas las transiciones electrénicas se
observan. Esto condujo al establecimiento de reglas empiricas que para justificar la
existencia de las lineas espectrales y se denominan las reglas de seleccién. Por ejemplo,
para los d&tomos sélo se observan aquellas lineas en donde se cumple la regla de selecciéon

AL==1. Esta observacion es consistente con la Seccion 10.4.4.

D

5/2

2
Sia
Figura 12.4. Estados electrénicos de menor energia del atomo de sodio.

Por ejemplo, el &tomo de sodio presenta una linea espectral muy intensa de color

amarillo, que se puede resolver en dos lineas muy cercanas con AA=0.6nm . Estas dos

lineas estan asociadas con el desdoblamiento del estado P debido a la interaccién espin-

orbita (Figura 12.4).

12.6. La solucién de la ecuaciéon de Schrodinger
La solucién exacta de la ecuaciéon de Schrodinger para un sistema con N electrones,

significa encontrar las soluciones de la ecuacién de valores propios

H

l//k>=Ek\l//k>f (12.93)
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en donde los kets ‘l//k> son funciones antisimétricas de N particulas.

Para garantizar la antisimetria de las funciones y realizar una basqueda de las
funciones propias es necesario construir una base del espacio vectorial de funciones
antisimétricas de N particulas. Para este proposito, se parte del caso con una particula.
Sea B un conjunto de funciones que forma una base ortonormal en el espacio de funciones

de una particula,
B={0,(7)}, (12.94)

endonde (¢ |¢ )=0 .Para N particulas, la base se obtiene por medio de un producto
|9, i P P p

directo

B"=B,®B, )

B B RRY (12.95)
9, (r1)¢iz(r2)---¢iN(rN)>}
en donde @, €B. Este procedimiento es similar a la construccion del espacio R" a partir

®---®B

1

del conjunto de los reales, R.

Dado que las funciones de la base de una particula son ortonormales, las funciones del

. N < s . . N
conjunto B también son ortonormales. Sin embargo, las funciones de la base B" no son

antisimétricas.

12.6.1. Los determinantes de N xN
Como ya se coment6 con anterioridad, una forma de antisimetrizar una funcién
separable consiste en construir un determinante de Slater con las funciones

monoelectrénicas.

El determinante de una matriz de N XN es la suma algebraica de N! términos
constituidos por los productos posibles de N elementos de la matriz cuadrada, tomando
uno de cada fila y cada columna, con signo positivo si los subindices forman una

permutacién par y negativo si la permutacién es impar. Por lo tanto, para la matriz
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6.(2) (2 ~ ¢.(2) , (12.96)

el determinante cambia de signo si se intercambian dos renglones. Esto equivale a
intercambiar dos particulas y es consistente con la propiedad de antisimetria.
Adicionalmente, el determinante es cero si dos columnas son iguales, lo que concuerda

con el principio de exclusion.

12.6.2. Las funciones antisimétricas de N particulas
Tomando esta informacién, una funcién antisimétrica de N particulas se puede escribir

en la forma

_ 1 . .
S rl,rz,...,rN — : :
sl ) NiT 6,(N) - g (N) (12.97)

- (1o, (1), (2o, (

A esta funciodn se le denomina determinante de Slater. El simbolo P denota a las

permutaciones de N elementos, (al,az,. e ) ,V P eslaparidad de la permutacion.

Si el conjunto {q)l} es una base ortonormal del espacio de una particula, el conjunto

{‘D7>} forma una base ortonormal del espacio de funciones antisimétricas de N

particulas.
<D7‘D7> =5, (12.98)

en donde los elementos del vector i deben ser todos diferentes y, por conveniencia, se

encuentran siempre en orden creciente.
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Una funcién antisimétrica de N particulas arbitraria siempre es como una combinacién

lineal de las funciones de la base, por lo que

‘W>ZZCT

D.), (12.99)

en donde la suma contiene un nimero infinito de términos. Los coeficientes del desarrollo

son las proyecciones sobre las funciones de la base,
¢, =(D.|w), (12.100)

y la condicién de normalizacion toma la forma
2
Ylel =1. (12.101)

La solucién exacta de un problema que no es separable proviene de un ntimero infinito

de términos. Sin embargo, como aproximacién, se puede tomar una suma finita.

\y/>zici|q>. (12.102)

Por ejemplo, el caso mas simple consiste en tomar sélo un término en la suma, m=1. A

esta aproximacion se le conoce como la aproximacién de Hartree y Fock, en donde la

l//> z‘l//HF>:‘D> . Cuando

m>1, la aproximacién se denomina una interaccién de configuraciones (CI, Configuration

funcién de onda consiste en un solo determinante de Slater,

Interaction) y la funcién de onda esta formada por m determinantes,

W>z‘wa>'

12.6.3. Las bases para una particula
Existen varios conjuntos de funciones linealmente independientes que se han usado
como punto de partida para estudiar la estructura electrénica de los 4tomos. Algunas se

describen a continuacion.

(i) Los orbitales hidrogenoides,
w,)=[n 1,m)= R, (r )Y],_m,_ (6.0), (12.103)

con n=1,2,---,1=0,1,---,n-1y m=-I,---,-1,0,1,---,1, forman un conjunto ortonormal.

Sin embargo, este conjunto s6lo es completo si se adicionan los estados no ligados, E>0.
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(ii) Los orbitales tipo Slater (STO),

STO\ __ n-1 fir
v =arey, (Q), (12.104)
constituyen un conjunto que no es ortogonal, Seccion 12.4.2. Cuando todos los pardmetros

del exponente son iguales, & =&, el conjunto es completo si se consideran todas las

funciones con potencias enteras. En otro caso, se puede encontrar alguna dependencia

lineal. Su forma simple facilita el calculo de las integrales.

(iif) Los orbitales gaussianos (GTO, Gaussian-Type Orbitals),

“/’f T0> =Nr "’ﬂea"rzy,mi (@), (12.105)

forman un conjunto no ortogonal que puede tener dependencias lineales. A diferencia de
los orbitales hidrogenoides, estas funciones tienen pendiente igual a cero en el ntcleo y
decaen mas rapido. Por esta razdn, se requieren mas funciones que en los casos anteriores.

Por otro lado, el célculo de integrales es mas sencillo.
(iv) Una opcién que se ha vuelto muy atractiva es el uso de ondas planas (PW, Plane
waves),

i) =A™ (12.106)

Estas funciones forman un conjunto ortonormal. Por su periodicidad, se usan
principalmente en el estudio de s6lidos, aunque ya se usan en sistemas atémicos y
moleculares. En general, se requieren muchas funciones de este tipo para describir la

estructura electrénica de los 4tomos.

12.7. Un calculo atémico del helio
Para obtener una aproximacién de la funcién de onda del atomo de helio es necesario

tomar un nimero finito de determinantes,

\w>zick\1}k>, (12.107)

—

en donde los coeficientes, C = {C k} , se determinan variacionalmente,

12-28



AC=EC, H, = <DI,’I:I’D],>. (12.108)

Si se toman los orbitales hidrogenoides {¢lsa 9, ﬁ,(sza,q)ZS 5 } , se pueden formar los

determinantes correspondientes a las configuraciones 1s,1s'2s" y 2s*. Con las dos

primeras configuraciones se obtienen cinco determinantes. Algunas propiedades de estos

determinantes se muestran a continuacién:

i p) M, s

1 00905 0 0 'S,
2 01015 0 .. [D-D)—>s=0 s,
3 050 0 .. [p+D)—>S=1 s
4 19,..8500] 1 1 s,
5 0,505 101 ’S,

Los determinantes D, y D, no son funciones propias de S52. De hecho, en general, un

. . . o2 . .
determinante de Slater no es funcién propia de S°. Aunque, en este caso, combinaciones

lineales de estos determinantes si lo son.

Como el hamiltoniano no depende del espin,

H <8, ., (12.109)

Hll H12 H13 0 0
H21 H22 H23 0 0
H=| H, H, H, 0 0 (12.110)
0o 0 0 H, 0
0 0 0 0 Hy

Las combinaciones del segundo y tercer determinantes sélo se combinaran con otros del

mismo espin . Por lo tanto, s6lo se llevan a cabo las siguientes combinaciones:
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‘w1>:C11|D1>+C21‘D2 D3> 1.S‘O

lw,)=C,|D,)+C,,|D,~D,) s

‘W3>2622’D2+D3> MS:O

lw,)=[D,) , 'S, M.=1 (12.111)
“//54>:|D5> M,=-1

Ademas, como el hamiltoniano no depende del espin, los diferentes miembros de un

multiplete son energéticamente equivalentes,

E,=E,=E,=H,=H (12.112)

55"

Asi, con las funciones descritas previamente, en la aproximacién de Hartree-Fock,

m=1, Seccion 8.2, se tiene que

El =(D,|A|D,)=-2.75ua, (12.113)
en donde

)50, (10, ) ()8 (2)-B{1e2) e

La interaccién de configuraciones con tres determinantes genera una mejor aproximacién

a la energia del estado basal,

El’ =(y |H|y,)=-2.85ua. (12.115)

H

Es importante comentar que en este caso E g;’ = <D1‘I:I ‘D1> = Eflf = <l//P[ WP1>, ya que, en

un singulete de dos electrones aparecen las mismas integrales.

12.8. Las integrales con determinantes de Slater

Al desarrollar las aproximaciones como una combinacién de funciones antisimétricas,
aparece en forma natural la matriz del operador hamiltoniano, H, = <DI,’H ’ Dj> . Por esta

razén es importante contar con un procedimiento que permita evaluar brakets con

determinantes de Slater.

Un determinante de Slater se puede escribir en la forma
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D)= ﬁ“%‘f’z 0| = ﬁ;(—l)p P, (1)¢>a2 (2)- 0, (v), (12.116)

en donde P representa una permutacién del conjunto (1,2,. .oN ), la suma incluye a las
N! permutaciones (al,az,...,aN) del conjunto (1,2,...,N), y p esla paridad de la
permutacion (al,az,...,aN) .

Se dice que un operador O, es un operador de un cuerpo si éste se puede escribir como

una suma de operadores idénticos, en donde cada uno acttia sobre una de las particulas

del sistema,

0,= ia(i) . (12.117)

Por ejemplo, los operadores de energia cinética y de energia potencial nticleo-electrén son

operadores de un cuerpo,

N
T=Y - ;l— 2, % Ei_zqz. (12.118)
i=1

El valor promedio de una propiedad asociada con un operador de un cuerpo, usando un

determinante de Slater, se puede calcular en la forma siguiente,

(0= 2" (6,0, Js(0)o, )
' | , (12.119)
= %P’P’(q)””’ O, '<¢a: 99, >5a'N,aN

Para que un sumando sea diferente de cero es necesario que todas las deltas tengan indices

iguales, esto es,
a=a, a,=4a,-, d,=da (12.120)

excepto por a’.Dado que va se han elegido todos los valores excepto uno, a’ sélo puede
ptop ; quey g 1Y ; p

ser igual a a, . Por lo tanto P=P" y
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0 0 0

<01>:%Z;<¢a, ¢k>

=VElo

0, )= ZZ(v-1o,
¢k>=;<¢k

0,)=3 220,
tx (12.121)

~

0 0

%)

Un operador de dos cuerpos, 0,, estéd formado por la suma de operadores idénticos que

acttian sobre cada una de las parejas de particulas del sistema,

0,=1%"'6(i.j). (12.122)

ij

Observe que el factor § toma en cuenta el conteo doble de las parejas. Por ejemplo, la

repulsion electrénica es un operador de dos cuerpos. Siguiendo el mismo procedimiento

que en el caso anterior,

~

) 0 ¢a.¢a. >""6a' a
" P i L (12.123)

= %2<¢k¢1 0 ¢k¢1>_<¢1¢k 0 ¢"¢’>

kl

12.9. El método de Hartree y Fock

El modelo més sencillo que utiliza una funcién antisimétrica corresponde al método de
Hartree y Fock. En esta aproximacion, la funcién de onda se representa por un

determinante de Slater,

w)=lv..)=|D)- (12.124)

Asi, el valor promedio de la energia queda expresada como

EHF =<l//HF I:I l//HF>=<D I:I D>
N o 2 '
=2 (o ¢,.>+"7; [(80]r2]09,)-(00]09,) | (12.125)
1
= Zgi(o) +Elzjt(]if —KU.)
en donde las integrales monoelectrénicas tienen la forma
e =(p|A"|g), (12.126)
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mientras que ahora aparecen dos tipos de integrales bielectronicas,

7(00]0e)). 7 (0p

Alas integrales ], se les denomina integrales coulombicas y alas K se les llama

J, 9,). (12.127)

integrales de intercambio. A partir de su definicién, se puede concluir que estas integrales

son simétricas, ]U. = ]ﬂ., K - K i Observe que la suma doble en la ecuacién (12.125) no

estd restringida, esto se debeaque K =], .

12.9.1. Ecuaciones de Hartree y Fock
Dentro de todos los posibles determinantes de Slater, la mejor aproximacién a la
funcién de onda serd aquella que tenga la menor energia.
E. = min <D‘ Al D> . (12.128)

.

(o

. . . ., . . * . z
La minimizacion condicionada, con respecto a ¢, , se realiza usando el método de los

multiplicadores indeterminados y se incluye un multiplicador por cada condicién (la

ortogonalidad de las funciones monoelectrénicas),

=gl )
) _;<¢, o)+ 2% (o, los,) |

6¢f(f)_ S (00, 10.0)- S, (00,)

hldro

(hidro) , (— 2 |¢m(F,)2 — (=
0=R""0(F)+a* X [ —rars ()

(12.129)

En esta expresion aparecen diferentes tipos de operadores,
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h(F)=H"" (), rlr)=a| X )
kf(F)=q"[ ZW f(F)dr,  F=h+j-k. (12.130)

El operador hidrogenoide i;O es un operador diferencial, ]A es un operador multiplicativo

y k esun operador integral. Al operador F sele denomina operador de Fock. Asi, las

ecuaciones variacionales toman una misma forma,

ﬁ‘¢i>:(fz+}—12)|¢i>= YA

9,). (12.131)

Observe que el operador de Fock depende de los orbitales (@, ), por lo que estas ecuaciones
se resuelven por aproximaciones sucesivas (procedimiento SCF).
Las ecuaciones variacionales tienen semejanza con las ecuaciones de valores propios,

pero no son de este tipo. Por este motivo, se busca una forma de transformarlas. Considere

la siguiente transformacion de los orbitales,

¢1’> = XI.UI-1|¢1> ’ (12.132)

en donde los coeficientes pueden agruparse en una matriz, U. Si se elige una

transformacion unitaria,
ol e\T ~\T ~
o(0°) =(0") 0=1, (12.133)

-1 S T* . . . . . .
en donde U =U" . Entonces, los coeficientes de la matriz unitaria satisfacen las

condiciones
5,= Zuﬂuﬂ =dU U . (12.134)

Ademas, la transformacién inversa queda en la forma

9,)=2U,

9). (12.135)
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Aplicando esta transformacién a las ecuaciones variacionales, se llega a

o)=Y A )6)), (12.136)
1
en donde
A =>UAU", N =UAU". (12.137)

Si se elige a la matriz U como la transformacioén que diagonaliza a la matriz A, entonces

A’ =0,€,,y se obtiene un conjunto de ecuaciones de valores propios,

j}/

o)=¢|¢)). (12.138)

A estas ecuaciones se le conoce como las ecuaciones candnicas de Hartree y Fock (o

ecuaciones de Hartree y Fock) que normalmente se escriben en la forma

Fo!' =g gh" (12.139)
en donde el operador de Fock se calcula con los orbitales candnicos, ¢iHF > = ¢I’> .

La proyeccién de las ecuaciones de Hartree y Fock sobre el bra <¢>I‘ conduce a una

relacion entre los valores propios y las integrales mono- y bielectrénicas,
e ="+ 3 (),-k,). (12.140)
1

Por lo tanto, la energia del método de Hartree y Fock se puede escribir en varias formas

equivalentes,

EHF22850)+%Z{(]U_Kij):zgi}m_%2(]U_Kij)

! " ’ . (12.141)

[ ~_gh* (12.142)
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En la mayoria de los casos, la solucién de las ecuaciones de Hartree y Fock produce una
gran cantidad de orbitales. Los orbitales ocupados se utilizan para construir la funcién de
Hartree y Fock, pero los orbitales adicionales (orbitales desocupados) se pueden usar para

formar los otros determinantes que se necesitan para el calculo de una interacciéon de

configuraciones.
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