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9. El método variacional

Existen pocos sistemas cuanticos que se pueden resolver de forma exacta. Para
aquellos casos en que no es posible obtener la solucién exacta o se requiere de una
solucién aproximada. La mecanica cudntica permite utilizar métodos aproximados para
acercarse a la solucion. En este curso se abordan dos de estas técnicas, el método
variacional (Capitulo 9) y la teoria de perturbaciones (Capitulo 10). Cada una tiene
ventajas y limitaciones, las cuéles se discuten en esta obra. Mas adelante se hara uso de

ambos métodos en contextos distintos.

9.1. La minimizacion de la energia

Considere los kets propios del hamiltoniano del sistema de interés,

A

Hn>:En|n>, <n

n)=s, .. (9.1)

nn

Estos kets forman una base ortonormal del espacio vectorial de funciones, por lo que

cualquier otro ket es una combinacién lineal de los kets propios,
)= k), c,=(K¥), 9.2)
k

en donde los coeficientes del desarrollo son las proyecciones sobre los kets de la base. Si

el ket |¥) esta normalizado, entonces

;‘Ck‘z -1, 9.3)
y la energia asociada con |¥) toma la forma siguiente,

(¥|A]¥)= ;|Cj‘2Ej . (9.4)

Para un hamiltoniano con su espectro acotado es posible ordenar los estados en

forma creciente,

E <E, <, E 2E,, 9.5)
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c[E2[c|E,, z|cj‘25j >E,YC, (¥|Aw)=E,, 9.6)
J J
y la igualdad sélo se cumple cuando se usa el ket del estado basal. Es decir, <‘P|I:I |‘I’>

toma su valor minimo con la funcién propia del estado basal. Esta propiedad se puede
utilizar para tratar de acercarse a la funcién del estado basal y constituye la base del

método variacional.

Tradicionalmente, el método variacional se aplica siguiendo dos esquemas, la familia

paramétrica de funciones y la combinacion lineal.

9.2. El método de la familia de funciones

En esta variante se toma una familia de funciones con uno o mas parametros,

o, ,0,...), v se busca aquella combinacion de pardmetros que minimiza a la energia,
1 2

E% = min <f(0(1,062,...) ﬁ

0{1,062,...}

f(al,ocz,...)>2E1. (9.7)

9.2.1. La particula encerrada en una dimension entre [—a,a}

Dado que el potencial es simétrico, es posible separar las soluciones por paridad. En
este caso se consideran polinomios que satisfacen las condiciones de frontera del

problema.

Para las soluciones pares, el polinomio mas sencillo es de segundo grado,

i 10
o =F—=1013,. (9
ua T

¥=A(x*-a’), A= 125 , (A)=10

En este caso, el tinico pardmetro en la funcién aproximada queda definido por la
condicion de normalizacion, por lo que no se tiene una familia de funciones, sino una
sola funcién. La energia asociada con esta funcion cuadratica difiere en 1.3% respecto a
la energia del estado basal. La comparacién entre la funcién aproximada y la funcién

propia esta en la Figura 9.1.

El siguiente caso corresponde a la familia de polinomios pares de orden cuatro. La

funcién minimal de este conjunto se acerca atin més a la energia del estado basal,
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(P|A|P,)=1.000015-E, . 9.9)

Cabe mencionar que este polinomio es casi indistinguible de la funcién propia.

Para el polinomio impar maés sencillo, un polinomio ctibico, se tiene que

Y=dx(x’-a’), A= 116();, <1§>:428Z;:%El. (9.10)

Observe que en este caso se tiene una aproximacién al estado impar de menor energia (

n=2). La comparacion con la funcién propia también esta en la Figura 9.1.

Figura 9.1. Comparacion entre las densidades de probabilidad de las
funciones propias de la particula encerrada, n=1 (linea negra), n=2
(linea azul), y las funciones aproximadas, ecuacién (9.8) (Iinea verde) y

ecuacion (9.10) (linea roja).

9.2.2. El oscilador arménico en una dimensién
Si s6lo se conoce el comportamiento asintético de la solucion, se puede proponer una

aproximacion de tipo gaussiano,

2 2
Y=Ae, A= 2ber <131>:h—w4b 1 (9.11)
T 2 4b

1
27

La energia alcanza su minimo en b=7, asi
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A=} 0‘7 <I:I>:h7wEo. (9.12)

Esta es la funcién propia del estado basal.

Figura 9.2. Comparaciéon entre la densidad de probabilidad de las
funcién propia del estado basal del oscilador arménico, n=0 (linea

negra), v las funcion aproximada, ecuacién (9.13) (linea roja).
gra), y p ]

Por otro lado, si se deja fijo el coeficiente del exponente, con valor distinto al exacto

(en este caso con el valor unitario), y se incluye un polinomio par, se tiene que

2 2 16 ~\  hw43c*—8c+801
W=A(1+c8)e, A=y o e E)
T 3c°+8c+16 2 3c¢°+8c+16 4
En este caso el minimo se encuentra en ¢=0.6718, con
<1§r>=1.034h7w. (9.14)

Observe que esta aproximacion a la energia del estado basal presenta un error pequefio.

La comparacion con la funcién propia del estado basal esta en la Figura 9.2.

9.2.3. El atomo de helio

Para el helio, considere una funcién hidrogenoide con un exponente variable,
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‘I‘(I,Z)z Z: exp(—Z’rl/a’—Z’rz/a(’)). (9.15)

6107[

En este caso, el valor promedio de la energia toma la forma
N A(hidro 2 2 ZI
<H>:2<h(hd )>+ TN e ggp 27 |=q¢Z] 72242, (910)
r,| a 8 a; 8

y el minimo se localiza en
Z'=7-5/16. (9.17)

Este pardmetro puede interpretarse como una carga nuclear efectiva. La energia en el

minimo resulta ser

2 2

(1)=L(z-g)(-z3)=-L(2-32+(3] )L 13274 527). o
0 0

a,

Figura 9.3. Comparacién entre la distribucién radial, 4rr® f (I‘), de la

densidad del helio, calculada con la ecuacién (9.15), para Z’ =2, 27/ 16,

es decir, para la carga nuclear del atomo y para el pardmetro variacional.

Note que el primer término corresponde a la aproximacién de particulas no

interactuantes, el segundo a la correccion de la repulsiéon en forma perturbativa,
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ecuacion (8.25), y el tercero puede asociarse a la variacién libre del exponente del orbital.

Las funciones correspondientes aparecen en la Figura 9.3.

9.3. El método de la combinacién lineal de funciones
Al combinar linealmente funciones también se obtiene una familia paramétrica, sin
embargo el hecho de que los coeficientes aparezcan en forma lineal reduce las

expresiones a problemas matriciales.

Para una funcién W que se representa por una combinacién lineal de las funciones

ortonormales [

n/

\‘PFgQ f,), (ff,)=0,: (9.19)

se buscan aquellos coeficientes que minimizan a la energia,
()= 3.l o2
sujetos a la condicién de normalizacion,
1=(¢|¥)=Yc[". (9.21)

Esto es, se realiza una minimizacion condicionada.

Aplicando el método de los multiplicadores indeterminados de Lagrange se

minimiza libremente una funcién auxiliar que incluye a la restriccién,

J {Zc;fck <E\ﬁ\fk>—ﬁ(2\cj|z—1j}=o. 9.22)

m
d Cj. I
En el minimo se satisface la ecuacion

ol

A|f,)=Bc,, (9.23)

0 en notacién matricial

HC=5C, (9.24)
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en donde los elementos de la matriz H estan dados por Hij = < fl‘ H | f]> . Esta es una
ecuacién matricial de valores propios y se puede resolver como un sistema homogéneo,
(H-B1)C=0. (9.25)
Para que exista una solucion no trivial, el determinante del sistema debe ser igual a cero,
det(H-pB1)=0. (9.26)
Esta ecuacion produce el polinomio caracteristico de la matriz H, que tiene N raices
(valores propios) y para cada valor propio fB; se tiene un vector propio C..
Adicionalmente, la energia aproximada coincide con el valor propio, E=C'HC=f3.

Cuando la base no es ortogonal, se debe resolver el sistema

HC=jSC, (9.27)

£l).

en donde la matriz de traslape, S, tiene los elementos siguientes, S = < f,

9.3.1. La particula encerrada en una dimensién con una base no ortogonal
Para aproximar la solucion de la particula encerrada se usard un conjunto de

polinomios que satisfacen las condiciones de frontera del problema,
f,=4x"(x*~a*)=A (x"?-a*x"), 9.28)
en donde los elementos de la matriz de traslape tienen la forma

n+n'+ 8
S =AM, 5 (n+ n’+5)(n+ n’+3)(n+ n’+1) '

(9.29)

y son distintos de cero s6lo si n+n’ es par, es decir, si los indices son de la misma

paridad. A partir de la condicién de normalizacién,

(2n+5)(2ni3)(2n+1) '

1=S =A™ (9.30)

se tiene que
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, (2n+5)(2n+3)(2n+1) ,

- 16a2n+5

J(2n+5)(2n+3)(2n+1) (20 +1) (20 +3) (20" +5) |

S = (n+n’+5)(n+n’+3)(n+n’+1) ©31)
La matriz del hamiltoniano toma la forma,
., ,:2_5;1[2nn,+n,+n_l}\/(2n+5)(2n+3)(2n+1)(2n’+1)(2n’+3)(2n’+5)
"o (n+n’+1)(n+n’+3)(n+n’—1) . (9:32)
:Elhnn'
Asi,
0=det(H-BS)=E, det(h-7S), (9.33)

endonde YE, =f.

Dado que las funciones propias deben tener paridad, el problema se puede separar en
espacios de paridad fija. Para las funciones propias pares, tomando N polinomios de

este tipo, se tiene que:

N=1 f,=A,(x ) hz(hoo)z[%]
y=101
N=2 fof,=4(x* =¥’ ¥=1.000015, 10.3

7]

L1100 2021
7 221 66

|1 37
B 3/7 1

1 7 aoag) , 14EV1
y:—2(1124_r 1122—4032):4 > 33
or /4
N=3 fo o f, ¥ = 1.000000003, 9.03, 35
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N=4 fofofiof, ¥ = 1.0000000000003, 9.0003, 26, 89

El caso con uno y dos polinomios es equivalente a los resultados de la Seccion (9.2.1).

Considere ahora a las funciones impares:

N=1 fi=A(x*-a*)x y= 43
N=2 f.f, ¥ =4.002, 20
N=3 fofof, ¥ =4.000005, 16, 58

La solucién par aproximada por dos polinomios pares tiene la forma
[¥)=C,|0)+C,[2), (9.34)

en donde los coeficientes son solucion del sistema de ecuaciones lineales homogéneo

descrito previamente,

Dy 2\/22_1_}/\/3/—7
(h-ys)c= i 4 C=0, (9.35)

221 66
22 s,
T T

con y= 4(14 + 133) / n* . Como el sistema tiene determinante igual a cero, s6lo una

ecuacion es independiente, tomado la primera:
(10-y nZ)CO+(2\/21—}/\/3/7n2)CZ=O. 9.36)

Asi,

2 2
¢ =c . 10-7 :_Co\ﬁm my _ ¢ [00004817 037,
2 3.7_7[2}/\/3/7 314-rxy 1.5969

Como 4 = %\/Ea—s/z y A= %\/3561_9/2 , entonces
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¥)=c,|[0)+0|2)|=C,[ 4,+aax*](x*-a)

_ G \/E[l+a\/5(x/a)z}(xz—az) ,

" 44%?

en donde o = CZ/C0 . Por tanto,

¥)=c E[1+om/£(x/a)1(x2—az)

0405/2
J15 2 : 7
:Com[lﬂxﬁ(x/a) }[(x/a) —1}
con
2 (1.00032
Coz{a2+—aﬁ+1} ={ ' ,
7 0.82782
y

)=

Ja 0.80153[1—7.318(x/a)2}[(x/a)2—1}

0.96855[1—0.002207(x/a)2][(x/a)2—1} |

(9.38)

(9.39)

(9.40)

(9.41)

La comparacién entrelas funciones aproximadas de la ecuacion (9.41) y las funciones

propias esté en la Figura 9.4. Es importante comentar que las funciones de la ecuacién

(9.41) son una aproximacion de los estados pares, por lo que el estado propio n=2 no

pertenece a este espacio de funciones.



Figura 9.4. Aproximacion polinomial de las funciones propias de la particula

encerrada, ecuacion (9.41), y las funciones propias de los estados n=1,3.

9.3.2. La particula encerrada con un potencial repulsivo en el centro.

Considere un recipiente con un potencial simétrico de la forma

00 |x|>a
v(x)= E  rx ‘X|<a. (9.42)
o a

En este caso se utilizan las funciones propios de la particula encerrada,

1 cosmT—X, n impar
\n):T 2a , 9.43)
a sinm—x, n par
2a

en donde <n|m>=5mn y <n T

2 2
m> _Ifmr 8 =Em’ . Por paridad, el braket
Z‘LL Za mn nm

<n‘ V‘ m> #0 so6losi n y m tienen la misma paridad. Asi, se tiene que

A|m)=Enm{5, J_r(—1)n+2m 5 . (9.44)

or (n+m+1)(n+m—1)(n—m+1)(n—m—1) '

(n

9-12



con signo positivo si 1 y m son impares, negativo cuando n y m son pares y cero en

otro caso.

Para las soluciones pares,

N=1 n=1 <F1>=<1\131|1>=E1(1+§j ZE%
1+z/3  z/15 E
N=z nm=13  H=E, z/15  9(1+2z/35) =EM yzE_l

Ozdet(M_yI):yz_},[lmZ 62} 128 , 114

+ zZ + z
105 ) 1575 35

Cuando z=1, se obtiene los resultados siguientes,

N=1 y=1.3333 1
N=2 y=1.33277, 9.25770 1,3
N=3 y=1.33276, 9.25731, 25.2529 13,5
N=4 y=133276 .. 13,57

En particular, para N =2, los coeficientes se obtienen del sistema homogéneo,

[M-y1]c=0, M= s (9.45)

o |>—- w s
O
|w
{=}

con solucion

(¢-7)c,=-%C,,  €,=-15(2~7)c, =5C,(3y —4)=-0.008413C,

3 15 737
W, =C,|[1)-00084133)|, ¥,=C,|0.04206/1)+[3)]. (9.46)

Para N=3,
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¥, =C,(|1)-0.0084[3)+0.0001]5))

% % _5;5
M=| & 9% L | ¥ =C[000841)+[3)-000035)) .  (947)
" w25 | W,=C,(-0.0001]1)+0.0003[3)+|5))

Las funciones aproximadas correspondientes a N =1,2 se muestran en la Figura 9.5

Figura 9.5. Solucién aproximada para la particula encerrada entre [-1,1],
correspondiente a Z=1. El potencial corresponde a la linea negra, la densidad

de probabilidad con N=1 corresponde a la linea azul, mientras que el caso

N =2 se prepresenta con la linea roja.

9.3.3. El oscilador en un campo de fuerza constante

En este caso, el hamiltoniano tiene la forma

H=H"-Fx, (9.48)

en donde F es una constante. Con la base del oscilador armonico,
VeNe T H - 2_ HO 1j)=5 9.49
‘1>_ i€ i(é), E=ax,o T <"]>_ ij (9.49)
se tiene que

i) =noo(i+1)|1), (il¥ ﬁ:é{ P26t éa}




(1|1 ) =noi+3)s, g{@/%a_m +\E5W}

Para n=0,1, se obtiene la aproximacién siguiente:

(9.50)

e F | v
oo 2 o2 ho ! Choa |_ho| 1 -y _lo
F 3 2| oF 2| -y 3 2
—— Zhe _N2F g
i a2 2 ] | hoo i
E F
ZEM, YE\/E%, O=det(M—Zl):(l—z)(3—z)—y2:zz—4z+3—y2,

' _ A2
z:4i 1 24(3 j/):Zi\/4—3+y2:2i 1+y?%, z_ =2—-41+7%,

h
E,= 7(”(2—\/144/2 ) . (9.51)
Cuando M <<1, la energia toma la forma
2 FZ FZ
AL N I Jho (9.52)
2 2 2 ho’u) 2 2uw
Finalmente, resolviendo para los coeficientes,
o=(mM-a)c=| 7 7 | (1-2)c,-7¢, =0,
-y 3-z
— - —1+4/1+7°
Clzcoly—z, ‘P>=C{O>+TZ’1>}:%[0>+%1>]~ (9.53)

La funcién aproximada del esta ecuacion se compara con la solucién exacta en la Figura

9.6.

Observe que el hamiltoniano de este problema se puede reescribir como
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A oA 1 ~ 1 2F
H=T+-pw’x*-Fx=T+-uo’| x¥*-——x |,
2 2 uw

y, completando cuadrados, se obtiene un hamiltoniano de un oscilador arménico con la
posicion de equilibrio desplazada y con un corrimiento constante en los valores de la

energia,

Ao Ut FY F UO* & U FY F
H=T+ X—— | ——5 =T+ X—— | - > (9.54)
2 Uw o' 2 2 J110) 2uw

El término constante es idéntico al que aparece en la ecuacién (9.52) y representa un

desplazamiento fijo en los valores propios.

Figura 9.6. Solucion aproximada para oscilador armoénico en un campo de fuerza

constante, correspondiente a ¥ =\/EOCCIO. La solucién exacta corresponde a la

linea negra, la densidad de probabilidad con N =1 corresponde a la linea azul,

mientras que el caso N =2 se prepresenta con la linea roja.

Si se usa la familia de gaussianas desplazadas,

Jxb) ’ (x-b

‘P(X):uo(x—b):Noefa 2 Ho(oc(x—b)):Noem2 , (9.55)

N = |-~ seti
con NV = T , se tiene que
v/
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o(H
<—b>:‘uw2b_F:0, b= , ‘P:uo(x— Fz], (957)

2 uw*l 2 uw’

Esta es la solucién exacta para el estado basal y el desplazamiento horizontal de las
funciones coincide con la posicién del minimo del potencial. La solucién exacta se

muestra también en la Figura 9.6.

En general, se puede comentar que la calidad de la aproximacién que proporciona el
método variacional depende del tipo de funciones que se utilicen y este punto serd muy

importante obtener informacion cualitativa sobre las propiedades de las soluciones.

En particular, en el método de la familia de funciones, cada vez que cambia el
conjunto de funciones, es necesario recalcular las integrales involucradas. Mientras que
con el método de la combinacioén lineal, cuando es posible calcular la forma general de
las integrales, aumentar la dimensién del problema tiene un costo bajo. Sin embargo, la
complejidad de la solucién del problema matricial va en aumento. Esto ocasiona que, en

la mayoria de los casos, es necesario recurrir a los métodos computacionales.

También es importante comentar que este tipo de aproximaciones son la base de la
gran mayoria de paquetes computacionales que se usan hoy en dia para estudiar
sistemas microscépicos con las técnicas de la quimica cuédntica, en donde se resuelven

problemas matriciales con miles de funciones de base.

9.4. Problemas

1. Considere una particula en una dimension, en el intervalo [—a,a] . Utilice el método

variacional para encontrar la menor energia y la funcién de onda aproximada con

polinomios impares de grado tres. Compare su resultado con la solucién exacta.

2. Se tiene un sistema unidimensional bajo la influencia del potencial:
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)

V(X): hn’ cos(n—X] )

8ma* 2a

x‘<a

{>a

Aproximando la funcién de onda por ‘P(X) =cu, (X)+C3u3(x) ,donde u, y u, sonla
primera y tercera soluciones de la particula encerrada, encuentre variacionalmente los
coeficientes ¢, y ¢,. Obtenga la mejor aproximacion a la energia del estado basal.

3. Demuestre que la energia de la ecuacion (9.9) es correcta para la particula encerrada.

4. Verifique la es expresiones de las ecuaciones (9.11-14) son correctas para el oscilador

armonico.

5. Verifique que la aproximacion de la Seccién 9.2.3 para el 4tomo de helio es correcta.
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