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2. La teoria cinética de los gases y
las propiedades de transporte.



Muchas moléculas.

En un sistema quimico hay muchas
moléculas. Asi que no es posible analizar a

cada una de ellas. ) " menwmunto .
AA : A d iy
mMale ol bt b Jpr
|
2 PM"\/M : {1+ 1MV;\“\,\\, |
) |

5°' ’ A % Y - B
Wan & W) i » YWCAM G ahanda e



Contenido

2.1. Las funciones de distribucion.

2.2. La frecuencia de las colisiones en un gas
diluido.

2.3. La evolucién de la distribucién de
velocidades en el tiempo.

2.4. La distribucion de Maxwell-Boltzmann.

2.5. La frecuencia de las colisiones de las
esferas duras.

2.6. Los flujos de las particulas, la energia y el
momento.

2.7. La efusion.

2.8. Las propiedades de transporte.

»

" MNWM*O
Male wlar . >"’ tpr cdadi
\ LAY A

? th/M :

’
30 Wan

{ M+ «-N,ro ,.'\w,\h
4

722

> VYALCAM G 18 hada i



2.1. Las funciones de
distribucion.

Para evitar confusiones, en este material se
usa una notacion diferente al texto.

F = F(r, v, t) : distribucion espacial de
velocidades.

f=1flv, t) : distribucidon de velocidades.
Vol : volumen del sistema.

N : numero de moléculas en el sistema.

LLAS FUNCIONES DE DISTRIBUCION.
La distribucién de velocidades representa al nimero de moleculas
por unidad de volumen con velocidad entre v y ¥ 4 dv.
En el estado de equilibrio, un sistema es espacialmente

homogéneo y no cambia macroscoépicamente en el tiempo.

La funciéon F(7,v,t) indica el nimero de moléculas
por unidad de volumen entre 7y -+ dr,

con velocidad entre v y v 4+ dv, al tiempo t.

fW,t) = [y F(7.9,t)dr

La distribucion promedio de velocidades es f(¥,t)/Vol.
El ntimero de moléculas esta dado por N = [ f(,t)d0.

La densidad promedio de particulas corresponde a n = N/Vol.



2.1.(2)

Uso de la densidad de probabilidad.

LAS DENSIDADES DE PROBABILIDAD.

i) = 50 i na=1

f(¥,t) AU representa la probabilidad de encontrar a una molécula con velocidad

entre ¥ y v + Av, at tiempo t.

EJEMPLO. LA DISTRIBUCION DE LA MAGNITUD DE LA VELOCIDAD.

La funcion P(v,t)Av representa la probabilidad de encontrar
a una molécula con magnitud de la velocidad entre v y v + Awv.

Se usan coordenadas esféricas para representar al vector de velocidad:

vy = vsinf cos ¢ U= (v,0,0)
vy =vsinfsing dv = v*sinOdpdidv
v, = vcost f(U,t) = f(v,0,¢,t)

vtdv—/ / (7, t)v? sin dOdpdv = v? /fvtdQ dv
0=0 J p=

Para un gas isotropico, f no depende de los angulos 6 y ¢,

P(v,t) = 4wv*f(v, 1)



2.1.(3)

Otras densidades de probablilidad.

También hay probabilidades dependientes de la posicion:

§(r,0,t) = w [ 3(7, 6, t)dvdi = 1
f(v,t) = [ §(F,0,t)d” probabilidad de velocidades
[ (7, v,t)dv probabilidad en el espacio
N [ (7, v,t)dv densidad en cada punto



2.2. La frecuencia de
las colisiones en un
gas diluido.

En cada fuente, la especie quimica tiene su
densidad y su funcién de distribucion.

Molécula 1 nq fl (?71, t)

Molécula 2 ny  fo(¥s,t)

z12 es el nimero total de colisiones entre
moléculas tipo 1 con las moléculas de tipo 2 por

unidad de volumen, por unidad de tiempo.

El estado de equilibrio se alcanza por medio de las colisiones.
En un gas diluido en estado de equilibrio, la distribucion de

velocidades es una distribucion del tipo Maxwell-Boltzman .

| > T¢ representa el tiempo

promedio de una colision.

En un experimento de haces moleculares, el niimero total de colisiones es 7z15.
T212(01,02) = [o(v, X, @) - n1f1 (U1, t) ATy - nafa(Va, t) AUy - Tvsin xdxde

212(?71, ’172) =Tnin9 - f O'(U, X gb) sin Xdquﬁ . fl (’171, t)fg (?72, t)’l)A??l A?jg

En un gas, el niimero total de colisiones por unidad de volumen y de tiempo:
Z19 = [ z12(01, U2)d0,dvy

le = N1N2 f171 f f o\v, X, gb dQ ?}f1< )f2(172,t)d’(71d172



2.3. La evolucion de la
distribucion de
velocidades en el
tiempo.

La funcidon de distribucion evoluciona en el

tiempo debido a las colisiones moleculares.
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El ntimero de moléculas por unidad de volumen con

—

velocidad entre o y 1 + dvy es nifi (v, t)dvy.

Procesos que alteran la distribucion de velocidades:
a) My (01) + M2(v2) — M1 (07) + M2 ()
AT = [ 219(0h, U2)dv3
b) My (¢7") + Ma(75") — My (v) + Mo (75)
AT = [ 200(T) — AV, Ty — Aty)dvs”

en donde Av; = vy — ) y Aty =04 — Y/,

De la conservacion del impetu del centro

de masa, Aty y Avy estan relacionadas:

-~\‘\ MV = m1171 + m2172 = mlﬁi + m217/2

6 = m1 AV + mo Ao

Aty = —— A7

Dado que v = v/, Av; depende de .



2.3.(2)

La ecuacion de Boltzmann.

df1(v7,t)

EL BALANCE DE LAS COLISIONES.

- dfy (v1,1)

dt dUl = f Zlg(l_fl — Aﬁl, 772 — Aﬁg)dﬁg — f 212(171, ﬁg)dﬁg

= [, Jomanavo (v, x, @)1 (T — Ay, 1)f2(Ty — Aty t)dQdTdd
— [5, Jo nangvo (v, x, 9)1(01, t)f2 (02, t)dQdado,

pramlR Jovo(v, x, ¢)- [, [F1(01 — AT, 1)f2 (U2 — Al t) — 1 (¥, t)fa (¥, )]dVs - A

Esta ecuacion integrodiferencial no lineal es la ecuacion de Boltzmann y no
tiene una soluciéon general. Por esta razon, s6lo se conocen algunas soluciones

particulares.



2.3.(3)

La distribucidn en el estado de equilibrio.

LA DISTRIBUCION DE EQUILIBRIO.

d
En un estado de equilibrio, lim;_. d_jf =0:

1T — At )fR (T — At) = (015 (v2) — AT = A~
“9(T,)§5(T) = 1955 (5)
In F59(5,) + In f5() = In f53(51) + In f57(7)
HIPOTESIS: In f°? s6lo depende de los invariantes de la colision.

{Ecina ﬁ, E, U}

LA DISTRIBUCION DE EQUILIBRIO DE MAXWELL-BOLTZMANN.

2
Infd=a+ B(%mzﬂ) f*(v) = Aexp (_ZT/:;}T>




2.3.(4)

La entropia de Boltzmann.

EL TEOREMA H DE BOLTZMANN.

H = [§(5,t) n§(5,t)dv

dH

— <0

dt —
o . dfd

En el estado de equilibrio, i 0
dH*4

=0

dt

SBoltZ = _kBH

§ed — gmax



2.4. La distribucion de
Maxwell-Boltzmann.

Una funcidn de distribucién de equilibrio.

Revisar: la integracion de funciones
exponenciales.

Ejercicio. Verifique la integracion de las
expresiones de esta seccion.

LA DISTRIBUCION DE MAXWELL-BOLTZMANN.

. m 3/2 mu? N
10 = (5mg) o (g ) i@ =1

3/2 2 2 2
. m muv; mu muv;
[ §(0)dv = (ZkaT> /exp <— e > exp ( 21{@;) exp (— 2/<:BT> dvgdv,dv,

3 3
m 1/2 [ e muv? p m Y2 DkpTr ]
= X — /UQZ = =
27T]€BT —oo0 P 2]€BT 27TI€BT m
1% m 1/2 mu?
), z\Ux ) — - - ) -~ z\Vx d =1
\. fo (vs) (27rkBT) eXp( 2kBT> J-oo Folva)dv
AR e M

=— f(0)dU = fo(ve)dvafy (vy)dvyf (vz)dv,

2 2 kT muv?
o o o oo o oo a2 2kgT :2ﬁ 2kpT |
f‘“’exp< QkBT) =24y eXp( 2k3T> dv=2 o e duy =0 2V m " T 2T



2.4.(2)

La funcién de distribucién de probabilidades
permite evaluar el promedio de las variables

del sistema.

Ejercicio. Evalue los promedios de esta
seccion.

(0) = [U}(0)dU = | (v,) |, (i) = Jvif(¥)dV

EJEMPLO. (v,) = [ v.f(¥)dv | #:0%)

(V2) = [ V.0 (V) fy (V) f2 (v2)dvgdvydo, | ;

(vz) = ffooo fo(ve)dvg fjooo fy(vy>dvy ffooo V. f2(vy)dv, == / S
<Uz> =1-1- ffooo szz(vz)dvz |

()=0 (=] 0 | =0 jambas direcciones son igualmente probables!




2.4.(3)

Otros promedios.

Ejercicio. Evalue los promedios de esta
seccion.

2y — [ 02§(Ddi = B~
(v?) = [02f(P)di = == >0
kT
var(v) = {(v; — (v))?) = (07) = (vi)> = =~
3kpT
(v?) = (0} +vj +02) ==
3kpT
<Ecin> — <%mU2> % 7fL = %kBT Un(il = Na%k‘BT =




2.4.(4)

Revisar secc. 12.1-2 (pp 353-356).

En un GAS REAL: F # (), §o4 =7
Fuerzas intermoleculares
\
Particulas interactuantes
(no son independientes)
\
Correlacion entre 7y v

de las particulas



2.5. La frecuencia de

1Cl LA SECCION TRANSVERSAL DE LAS ESFERAS DURAS.
las colisiones de las v o
o U, X, ¢ -
esferas duras. X0 =7
El nimero de colisiones por unidad de EL NUMERO DE COLISIONES EN UN GAS DILUIDO.
tiempo, por unidad de volumen, de las . . o
esferas duras se evalta con la distribucion de Zha =mng [5 [5, - [ o(v,x, 9)dQ - of1 (1, 1) (02, 1) dor do

Maxwell-Boltzmann.

d? Y e S Lo
ng = 47rzn1n2 f171 fl_& |1)2 — Ul‘fl(vl,t)f2(1)2,t)d?]1d’02 = 7Td27’L17”L2<’021>

<U21> = fU21f1(’171,t)fg(ﬁg,t)dﬁldﬁz = fvfrel(ﬁy t)fCM(‘?,t)dﬁd‘?

(v21) = [ Vfrel(¥,1)d0 - ffCM(‘?,t)d‘? =4/ 81:57 1

8kgT
Z{és = wd*nins =
T

Ejercicio. Verifique las transformaciones y
promedios de esta seccion.

(51,2} + {7, V} v o d%,d7y = dodV
. _ ot Ov- -1 I —my —m
17: ﬁg — 171, MV = m1171 + mzﬁg J[ﬁ, V"l_)'l, 172] = gl‘};]f g% == m Mo = ‘ 1]\4 2 =1 mimeo = u(ml + mg) = ,UJV[
Zr 2 —I —=I R
Eein = Bl + B2, = By + EQY ovy O Mo M Fi(81) - fa(¥2) = fraa(9) - Fona (V)



2.5.(2)

Las colisiones en un gas puro.

Al viajar, una particula, con radio d y
velocidad relativa choca con todas las
moléculas contenidas en un cilindro.

La trayectoria libre media es la distancia
promedio recorrida por una molécula entre
dos colisiones.

La trayectoria libre media es inversa con n.

EN UN GAS PURO.

7rd2n2 8]€BT 7rd2n2 8]€BT 7Td2n2 8]€BT
2 Tl ™m/2 V2 ™m

ZHS _

En t, una particula recorre (va)t.
El volumen del cilindro:

Vel = wd?(va1 )t

El ntiimero de moléculas en el cilindro:

Ve = nrd?(vg )t
El nimero de colisiones de una
particula por unidad de tiempo:
nwd?(va)

El tiempo promedio por colision:
1

T nd? (v21)

wd?n?

7\

-
>

La trayectoria libre media:

(v)) 1 T
nrd?(ve)  nwd?\ my
La trayectoria libre media en un gas puro:

1

=
V2nmwd?

lh = (v1)7p =



2.6. Los flujos de las

particulas, la energiay
el momento.

El movimiento de las particulas implica el
transporte de sus propiedades.

1nicio
+

equilibrio

colisiones — flujos

(homogéneo)
FLuJO: cantidad de alguna propiedad que atraviesa una

superfice por unidad de tiempo.

DENSIDAD DE FLUJO: flujo por unidad de area.

EJEMPLOS.
PROPIEDAD FLUJO

conductividad térmica energia

difusion particulas

viscosidad momento



2.6.(2)

El flujo de particulas implica un flujo de
masa.

dVol = dAvdtcos0

A

k-U=wvcosb

dVol = dAdtk - ¥

EL FLUJO DE MASA.

El ntmero de moléculas con velocidad entre vy v + dv
que llegan a la superficie dA en el intervalo dt:
F(7,0,t)di dVol = F(7,7,t)k - TdAdt dv
La densidad del flujo de particulas en la direccién k:
T, (7 t) = [ F(7 0,0k - 7dv
El vector de la densidad del flujo:

Y = [ UF(7,7,t) dv
Asi, Ty, =k - 7.

Por ejemplo, la densidad del flujo de masa es v,, = m7,.



EL FLUJO DE ENERGIA.

2 6 ( 3) La energia cinética de las moléculas en el mismo volumen es:
T Linw? F(F, 7, t)k - 0 dA dt dv
Otros flujos.
El vector de la densidad del flujo de la energia es:

Ye = 3m [V*0F(F,0,t) dv
PROPIEDAD DENSIDAD DE FLUJO A
I'e =k 7E
escalar (m, F) vectorial

vectorial (mv) tensorial
EL FLUJO DE MOMENTO.

La densidad del flujo del momento es:
Ymz = m [V : TF(F,0,t) dv
(Ymw);; = m [v;F(F,0,t)dv, (i,7=1,2,3)
Lo =k Fims

El tensor de la densidad del flujo del momento es simétrico y de 3 x 3.



2.6.(4)

En el estado de equilibrio.

Fea(d) = % [ Fe(F,7,t) dFf
carzy = Yol o _ (D)
jea(o) = e = =

g(v) = nf

EL FLUJO EN EL ESTADO DE EQUILIBRIO.
En el estado de equilibrio, F°? es independiente de 7 y t.
Fei(r, v, t) = nf*d(V)
Entonces, los diferentes flujos se evaltian asi:
Yo = [ () dif = n(t)eq = 0
Yol = Lm [no?55°9(0) dv = Imn(v?t)eq = 0
(Tos) 55 = ™ J 00 7°9(0) dT = mn(v;v;) eq

El flujo neto de particulas y de la energia en el estado de equilibrio

es igual a cero. Sin embargo, no es asi para el flujo del momento:

0 _
(58, = 7
mn{v?) = nkgT , i=])
mu F
Ly~ = = dP u
mi N gt~ aa - bl X fo
P = :Tryms s |
NRT  nmoaRT \
Ped = nkpT =
"B = NGIN, Vol



2.7. La efusion.

La particulas de gas salen del recipiente con
diferentes velocidades, de acuerdo con la

funcion de distribucion.

v }ﬁl

EL FLUJO DE PARTICULAS.
A presion baja (I > dpole):
No ocurren colisiones en el orificio y se obtiene un flujo molecular.

Ademaés, un flujo pequeno mantiene la distribucién de equilibrio.
A presion alta, el flujo es hidrodinédmico.

El ntiimero de moléculas con velocidad entre ¥ y ¢ + dv que cruzan un
area unitaria, en la direccion del vector k£, por unidad de tiempo, es:

F(7,7,t)vcos 0 dv = F(7,7,t)v3 cos 0 sin 0 dv df) d¢

EL FLUJO DE EFUSION. (0 <6 < 7/2)

/2 /2
FN—/ / / F(r,u,t vcos@dv—/ / / F(7,¥,t)v° cos @ sin 0 dv df d¢
v=0J0=0 J¢= v=0J0=0 J¢=

Evaluando con la distribucién de equilibrio:
™ kT
Ty =nfy feq(@)v dvfo sin 0 d(sin 0) 02 dd =n 2Bm _ nilv>
T




2.7.(2)

El nimero de moléculas que llegan al detector por

area unitaria del orificio, por unidad de tienpo es:

La detgcgién de las particulas que escapan fooo F(7,7,t)v% dv - cos 0 dD
del recipiente.
\ i 051 Evaluado con la distribucion de equilibrio:
e - n(v)
i n [y feq(¥)v? dv - cos 0 d2 = cos 0 dS)
T

El niimero de moléculas con velocidad entre ¥ y ¥ 4+ dv que llegan
al detector por area unitaria del orificio, por unidad de tienpo es:
nf(7, U, t)v3 dv - cos § d

22 8 dddesive En RC Miller and P Kusch, Phys. Rev. 99, 1314 (1955), se

J 3

ey reporta la mediciéon de la distribuciéon de equilibrio del vapor
de potasio a 0.1 torr (I ~ 0.1 mm, dycle &~ 0.01 mm)

y corresponde a la distribucién de Maxwell-Boltzmann.



2.8. Las propiedades

GRADIENTE FLUJO COEFICIENTE ECUACION
d e tra NS p O rte . concentracion Z—: particulas  coeficiente de difusion (D) (V)2 = —DZ—:
El flujo es proporcional a un gradiente. velocidad d;vz@) Tomento viscosidad (1) (Yn)ye = _n%
Eiemplo. temperatura <Z—f) energia  conductividad térmica () (ve). = —/\Cfl—f
e “t.— -
g L TN B oy =z [ TN EL FLUJO DE LAS PROPIEDADES ¢ = 1, m#, smv?.

Iy = [vcosOYF(F,0,t)dv
T, =T+ 4T
F+ oo /2 27 N 5
= fv:O 6—0 Js—o U COS O F (7, U, t) dv

D= = [0 o s Jolo v eos U F (7,5, 1) dif

k<0 —l<cosf<0 ir<bO<nm

<y

k>0 O0<cosf<l 0<0<in

S



't~ (nY) _o - foio vf (0, t)v? do 97;/5 cos 0 sin 6 df f;io d¢

v

2.8.(2)

v) 1 v
P () 52 = ()
Con algunas aproximaciones. (v)
I' = —<n¢>al . T
(%
o o = 2 () ot = () a)
<{nt) 1 e’
1 e d({ny)
' o (ny). = (mP)o + 2 dz +
0
F(7,#,t) = N§(7,7,t) ~ N[F(0,5,t) + -]
Q d{ny
j(#,t) = [ 3(7,5,t) dif ~ §(0,,t) Vol + 'y = —§l<v> <dz )
F(7,¥,t) ~ Nf(@,t)/Vol + - -- = nf(0, 7, ) +

El valor de o depende de cada propiedad.

Pero una elecciéon comun es a = %

ry = —4uy 20V




2.8.(3)

Propiedades de transporte.

DIFUSION
(autodifusion)

VISCOSIDAD

CONDUCTIVIDAD

TERMICA

1

p_ o o (ksT\E 1
3 3\ mm wd?n
_nml{v) 5 (mkgT 12
"= 3 -3 T md?
U Nmol

dnE) ~ d ~ Cvom dT
(nE) ~ A5 = N1 OV -,

\_ 0)Cvin _ 5 Cvan (k5T /

N 3N, 3 N, ™

md?

5%
16

251
32



