Ecuaciones diferenciales y periodicidad

Jorge Garza

Departamento de Quimica
Area de Fisicoquimica Teérica
Universidad Auténoma Metropolitana-Iztapalapa

28 de agosto de 2018

Casa abierta al tiempo



Periodicidad en una ecuacién diferencial

En el caso de una dimensiéon sabemos que la ecuaciéon de Schrodinger
toma la forma

 2m dx?

2 2
( i d+v<x>> ¥(z) = By(a). W
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Periodicidad en una ecuacion diferencial

En el caso de una dimensiéon sabemos que la ecuaciéon de Schrodinger
toma la forma

2 2
(_2;;1;;2 + V(x)) () = Bu(a). (1)

Vamos a considerar V(xz + a) = V(x) (Simetria traslacional).
También se puede escribir como

2 X m
TUD 20— v ())ute) =0, 2

i, Qué tipo de ecuacion diferencial se tiene?
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Periodicidad en una ecuacion diferencial

En el caso de una dimensiéon sabemos que la ecuaciéon de Schrodinger
toma la forma

2 2
(_2;;1;;2 + V(x)) () = Bu(a). (1)

Vamos a considerar V(xz + a) = V(x) (Simetria traslacional).
También se puede escribir como

2 X m
TUD 20— v ())ute) =0, 2

i, Qué tipo de ecuacion diferencial se tiene?
Ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficientes periédicos.
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Periodicidad en una ecuacién diferencial

En 1883, Floquet trabajoé sobre la existencia y unicidad de la solucién a
ecuaciones del tipo 2 y encontré que una solucién a esta ecuacién
diferencial cumple con

x(x +a) = ex(). 3)

Si no existe amplificacion o atenuacion entonces || = 1, con lo que

e = eiha, (4)
con —7/a < k < 7/a.
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Periodicidad en una ecuacién diferencial

Asi, la solucién a la ecuacion diferencial con coeficientes periodicos
tiene la forma

X(@ +a) = e*x(x). (5)
Otra forma de ver este teorema es de la siguiente forma

x(@) = e*u(z), (6)

donde u(x) es una funciéon periddica.
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Periodicidad en una ecuacién diferencial

En tres dimensiones se tiene

X7+ B) = e Ex(m), (7)

X = R (). (®)
A este resultado se le conoce como el teorema de Floquet-Bloch. Valido
para cualquier onda propagandose sobre un potencial periédico:
funcion de onda
vibraciones en mallas
ondas 6pticas
ondas acusticas

cualquier onda propagandose en un sistema periédico.
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Relacion de dispersion

Dos particulas con diferentes masas unidas por resortes con constantes
de fuerza ki y ko dentro de un arreglo periédico undimensional

ko m1 ky M2 ko

o——0 —@ —o
las ecuaciones de movimiento en la celda n son
m S = —hAal — koAl + ki Axl + kpAaf Y,
my =0 =~k Aa — kaAal) + ki Aa” + kAa(D.(9)
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Relacion de dispersion

Proponiendo como solucién

A.T;n) — Cjeiwtefiqna — Cjei(wtfqna) (10)
se tiene

—mleAacgn) = —kleg n) kgAac(n) + kle(n) + k:gAx( ") el

—mQu)QA:Egn) = —kzleg ") _ k‘gAl‘é n) + k:lAa:E n) + kngazg )e_iqa. (11)

—m1w2 + k1 + ko —k1 — k‘geiqa A:Egn) . 0
—k1 — koe™%  —mow? + ky + ko Axén) -\ 0
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Relacion de dispersion

Se tiene una solucién diferente a la trivial si

k k 1
w? = (12_;2) + 2H\/(7€1 + ]{?2)2 + Sklkzﬁ (cos(ga) — 1), (13)
con mime
= 14
p=r (14)
y
M =mq + mao. (15)
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Relacion de dispersion

Relaciéon de dispersion para un arreglo periédico de dos particulas con
diferentes masas
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Relacion de dispersion

Figura: Arreglo bidimensional de particulas conectadas por resortes con
constantes de fuerza k, y k,. La malla es cuadrada con lado a.
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Relacion de dispersion

A"Bn :Cxeiwte—iq.R(nz’ny) — Cxei(Wt_q.R(nz‘ny)) (16)

Ayn :Cyeiwte—zqR(nw,ny) _ Cyez(wt—q.R(nwmy)) (17)

Con q = ¢;% + ¢, y R = nzaz + nyay.

Ar, =Ce™te 10 Rn (18)
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Relacion de dispersion

Figura: Relacion de dispersion con ky =k, =k y k/m = 1. (a) Grafica en
tres dimensiones. (b) Curvas de nivel.




Relacion de dispersion

Figura: Relacion de dispersion con ky =k, = k y k/m = 1. El 4rea definida
por las lineas punteadas representa la primer zona de Brillouin. El tridngulo
representa la zona irreducible de Brillouin.
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Relacion de dispersion

25f /
zo0f -
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Figura: Relacion de dispersion con ky =k, =k y k/m =1 para las
trayectorias de q: (0,0) — (m,0), (7,0) = (7, 7) y (7, 7) = (0,0).
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Relacion de dispersion

phonos significa sonido en griego.
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Relacion de dispersion

phonos significa sonido en griego.
., Han escuchado palabras con esta raiz?
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Relacion de dispersion: Fonones

Relacion de dispersion de fonones para el diamante pristina (lineas

solidas) y para el diamante dopado (lineas punteadas).
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Relacion de dispersion: Fonones

Relacion de dispersion de fonones para el diamante pristina (lineas

solidas) y para el diamante dopado (lineas punteadas).
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Relacion de dispersion

Primera zona de Brillouin de una celda fcc
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Relacion de dispersion

Ahora tratemos a la funcién de onda en un medio cristalino
Recordemos que deseamos resolver

2
TUD 2% v (a))ie) = 0 (19)

dzx?
En este ejemplo trataremos

b<a<
V(x)_{vo <z<0

0 O<zx<a
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Relacion de dispersion

Sabemos que la funciéon de onda debe de cumplir con el teorema de
Floquet-Bloch '

(x4 L) = e*lap(z), (20)
Lo cual nos lleva a tener una relacion de dispersion entre k (frente de
onda) y € (energia).
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Relacion de dispersion
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Relacion de dispersion € vs k
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Relacion de dispersion
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Relacion de dispersion
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Relacion de dispersion
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Relacion de dispersion € vs k
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Relacion de dispersion
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Relacion de dispersion

Ahora tratemos Hartree-Fock o Kohn-Sham

V2() + 2 e~ Vel = 0 21)
VereelT) = v(7) + {ij ((:)) (22)
siendo v(7) periodico.
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Relacion de dispersion

Ahora tratemos Hartree-Fock o Kohn-Sham

V2() + 2 e~ Vel = 0 21)

con

xaamzwm+{wﬂm (22)

vk ()
siendo v(7) periodico.Esto significa que
V(i + R) = e Ty(7) (23)

y por lo tanto cada orbital dependera del vector de onda E, esto es

%( )}76k
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Relacion de dispersion

Recordemos que
N
p(F) =Y i (M) (24)
i=1
pero ahora

N
= ORI (25)

En principio se requiere un ntmero infinito de puntos k para evaluar la
integral. En lugar de eso se hace un muestro de estos puntos para tener
una suma en lugar de una integral.

/P . dkF (k) — Zw~F (26)
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Funciones localizadas

M Nq

- Z Z ik ®puk(r = o). (27)

a=1p=1

Para satisfacer el teorema de Bloch las funciones localizadas son
escritas como
key (r—r, —g). (28)

(I)/LEozk \/—Ze
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Funciones localizadas

H(k)ck = EkS(k)Ck. (29)
con
k ik-m *
S)I(JE)/B,ME@ = Z € ) /erI/(r - rﬁ)Xp,(r —Ta — m) (30)
y
ueﬂ,yea Zelkm/drxl, r—rg)hxu(r—ra —m). (31)
R h2
h= _%W + Ve () (32)
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