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OBJETIVO GENERAL

Presentacion

Este trabajo surgié de la experiencia de los autores en los cursos complementarios y de la tarea
colegiada emprendida para intentar resolver algunos de los obsticulos que se les presentan a
alumnos y profesores tanto en el autoaprendizaje como en el aula. Cabe destacar que el trabajo
de este grupo se ha mantenido y esta obra es uno de los frutos de un proyecto que continua.

Introducciéon

Es incuestionable que el conocimiento depende de instrumentos, si bien existe una arraigada
tradicién académica que sobrevalora el papel de las ideas en las acciones. Una consecuencia es la
de insistir en que el alumno debe pensar en lo que hace. Esta tradicién se halla muy cuestionada
por las investigaciones psicologicas e historicas més recientes. Mas que distinguirnos de otras
especies por la inteligencia o el raciocinio, lo que nos distingue es la extraordinaria plasticidad,
esto es, adaptabilidad del cerebro. Lo podemos desarrollar con el esfuerzo y la creatividad o lo
podemos limitar a las meras demandas sensoriales y de confort inmediato.

En su nivel méas inmediato, empleamos los sentidos para conocer e interpretar nuestro entorno.
Los organismos més simples, como una bacteria, ya tienen “instrumentos” para saber donde se
encuentra el alimento.

La plasticidad del cerebro humano le ha permitido acumular el conocimiento de generacio-
nes anteriores y elaborar instrumentos cada vez mas complejos. Pueden ser instrumentos ma-
teriales (ruedas, hachas, computadoras) o conceptuales (lenguaje, dlgebra, arte) que depen-
den de simbolos y significados elaborados durante generaciones.

A diferencia del lenguaje hablado, cuyo origen se remonta, quizas, a un millon de anos, la
aritmética y el dlgebra son inventos recientes: el algebra es del afio 1600 de la era comin, y
en su invencién colaboraron los indios y arabes del siglo VIII y los europeos del XVII. Entre
todos elaboraron las reglas, convenciones y simbolos que permitieron generalizar la aritmética. En
cuanto a ésta, vale mencionar que es la més antigua rama de las matematicas, su edad (discutida)
se halla entre 18,000 y 20,000 afios. Una vez mas, los simbolos fueron fundamentales para la
evolucién del pensamiento matemético, por ejemplo: el uso del cero,' la notacién posicional y
del punto decimal para las fracciones.”

Como todo lenguaje, el dlgebra trata de operaciones (acciones) y significados (objetos), pero, a
diferencia de la aritmética, no son nimeros particulares, sino entidades aiin mas abstractas. Se
entiende, pues, que sea un invento con sélo 400 afios de edad.

Durante los siglos XVI y XVII se establecieron las convenciones del algebra actual. No deja de
asombrar que la humanidad haya necesitado tanto tiempo para desarrollar este poderoso lenguaje
y cuan rapidamente se desarrollaron ramas de las matematicas que dependen del dlgebra.

Sin embargo, como todo lenguaje, el del algebra, aunque en mucho menor medida, también tiene
ambigiiedades e imprecisiones; es un conjunto de simbolos cuyo significado (y las operaciones

!'Desarrollado en la India alrededor del afio 500 antes de nuestra era y por los mayas, en el afio 40 antes de
nuestra era.
2Generalizado por Simon Stevin en 1585, era comun.
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asociadas) dependen del contexto y la intencién de quien lo usa. Son convenciones logradas
durante cientos de afios, jrespetémoslas! sélo asi podremos entendernos matemdticamente y
conservar el patrimonio cultural que recibimos en herencia y dejaremos en herencia.

Objetivo general

Que seas capaz, mediante un aprendizaje auténomo y placentero, de elaborar y manejar las
operaciones aritméticas fundamentales y los enunciados algebraicos.

Objetivos especificos
Este cuadernillo, tiene como objetivos que

= Apliques tus habilidades de traduccién entre lenguajes algebraico, grafico y llano para la
solucién de problemas sencillos.

= Practiques el autoaprendizaje.

= Utilices con precision las reglas basicas de los niimeros enteros, racionales y reales para
aplicarlas a expresiones algebraicas.

= Comprendas qué significa resolver una ecuacién de primer o segundo grado.

= Comprendas la correspondencia que existe entre un conjunto de puntos en el plano Car-
tesiano con las ecuaciones lineales, cuadraticas y sistemas de ecuaciones lineales, asi co-
mo las relaciones directa e inversamente proporcionales.

= Practiques la soluciéon de problemas modelados mediante ecuaciones de primer y segundo
grado, asi como sistemas de ecuaciones lineales.

= Conozcas el concepto de funcién, su representacién grafica, asi como algunos tipos de
funciones y su utilidad para la resolucién de ecuaciones.

Instrucciones para su uso

Este cuaderno estd organizado en 2 partes, la primera acerca de temas de aritmética y la segunda,
de algebra. En forma sucinta tenemos los siguientes temas:

= Aritmética: Propiedades de nimeros enteros, racionales y reales. Conversién de expresiones
decimales y fracciones. Operaciones con fracciones. Razones y proporciones.

= Algebra: Expresiones algebraicas. Operaciones bésicas con polinomios, con fracciones al-
gebraicas, con exponentes y radicales. Ecuaciones. Funciones.

6 | UAM Iztapalapa
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= Anexos: Descomposiciéon de un nimero en factores primos; maximo comin divisor, minimo
comiin multiplo. Cifras significativas.

Sugerencias:

1. Ejercitar tu caligrafia; si escribes el 2 como una “Z” mal empiezan las cosas.

No borrar si detectas un error. Siempre es preferible tachar.

Hacer las operaciones algebraicas por pasos.

Escribir indicadores de lo que haces: taches, flechas, recuadro para resultado final, unidades,

etc.

5. Respetar las convenciones de la escritura algebraica: tamafio y lugar de exponentes, posi-
cién de la raya de quebrado respecto al signo igual, etcétera.

6. Anotar en una bitdcora tus errores mas frecuentes. Es muy posible que se deban a la prisa
y al descuido méas que a la ignorancia.

7. Identificar la secuencia de las operaciones algebraicas.

= N

Las sugerencias anteriores estan desarrolladas en este cuaderno en sus capitulos especificos.

Conocimientos necesarios

Para que puedas trabajar adecuadamente con este cuaderno deberés repasar los siguientes temas:

1. Operaciones aritméticas.
2. Conceptos béasicos de ciencias como magnitudes, velocidad, aceleracién, densidad, concen-
tracién, temperatura, regla de tres simple e inversa.

Division de Ciencias Bdsicas e Ingenieria ‘ 7
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Capitulo 1

Propiedades de los niimeros enteros,
racionales y reales

1.1. Relaciones de orden

Introduccion

Una propiedad de los niimeros reales es que estan ordenados, esto se ilustra en la figura 1.1
llamada recta numérica. En esta recta el cero denota al origen. Aunque sobre toda la recta
existen numeros, s6lo hemos marcado algunos que representan las medidas de las distancias al
origen. Se acostumbra hacer las marcas distribuidas sobre la recta de manera uniforme, pero
no necesariamente debe ser asi. Por costumbre, los niimeros a la derecha del cero son positivos
mientras que a la izquierda, son negativos; el signo, entonces, denota la direccién partiendo
del cero. Puede haber ntimeros enteros positivos o negativos, como 1 y —1; también ndmeros
fraccionarios (racionales) positivos o negativos, como —% v % Nota que a los niimeros positivos
no les hemos puesto el simbolo “+”, ya que es lo mismo escribir 1 que +1. La magnitud de un
nimero no incluye su signo, es decir el +1 y el —1 tienen magnitud 1, el signo sirve para indicar
la direccién (derecha o izquierda del cero en la recta numérica).

Como en la recta numérica los nimeros estan ordenados, mientras més a la derecha estén en
la recta son mayores, por ejemplo el 1 es mayor que %, lo cual se simboliza por 1 > % donde
el simbolo “>” se lee como “mayor que”. El —1 es mayor que —%, puede sonarte extrafio pero
piensa que la temperatura de —2°C es mayor que la de —10°C. También podemos representar
esto dltimo como —10°C < —2°C, que significa que —10°C es menor que —2°C, observa que el
signo “<” se lee “menor que”. Las expresiones que involucran relaciones de orden (< , >) se
conocen como “desigualdades”.

Ejercicios resueltos

1. Describe y representa en la recta numeérica el subconjunto de ntimeros reales de cada
desigualdad:
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a)r < —=3;b)r<2;¢c) -3<zx<1
Solucién:
a) Esta desigualdad denota a todos los nimeros reales desde —oo hasta —3, inclusive

el —3 (observa la variaciéon “menor o igual” <). Representemos este intervalo en la
recta numérica: Observa el corchete “]”; dice que el —3 estd incluido en el intervalo

N

h |
6 5 -4 3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 1.1: z < -3

indicado por x < —3; también podemos decir que los valores de = se encuentran en
el intervalo (—oo, —3].

b) Esta desigualdad abarca a todos los niimeros reales desde —oo hasta 2, sin incluir al

~w

[ &
w
'S
[4)]

6 5 -4 -3 2 -1 0 1

Figura 1.2: x < 2;

El paréntesis “)” indica que la desigualdad es un intervalo abierto y no incluye al
nimero 2, s6lo lo nimeros menores que dos: (—oo, 2).

c) Esta es una doble desigualdad y significa que los valores de z se encuentran en el
intervalo [—3, 1], incluyendo al —3 y al 1. La representacion en la recta numérica de
este intervalo es:

—00 +00

-
=1
w

Figura 1.3: -3 <z <1

2. Utiliza desigualdades para expresar los siguientes enunciados:

a) la rapidez del carro es, a lo més, 1.6x10% km/h; b) el salario de Juan es, al menos, de
$200 diarios; ¢) la temperatura en Montreal varia entre —35 y 38°C, inclusive; d) la masa
de esa estrella debe ser menor que la masa del Sol.

Solucién:
a) Utilicemos la letra v para simbolizar la rapidez del carro, entonces v < 1.6 x 10? km /h.

No estd por demads insistir en que, en este caso, el carro puede tener una velocidad
de 160 km/h porque el signo igual asi lo indica.

b) Sea S el salario de Juan, entonces S > $200 porque las palabras “al menos” significan
que el salario debe ser mayor o igual a 200.

10 ‘ UAM Iztapalapa



CAPITULO 1. Propiedades de los niimeros enteros, racionales y reales

¢) Sea T la temperatura en °C, entonces la variacion de la temperatura en Montreal
durante el afio se puede expresar como: —35 < T < 38.!

d) Sean m. y mg las masas de la estrella y del Sol, respectivamente: m, < msg.
3. La altitud del Mar Muerto es de 422 m por abajo del nivel del mar y la del Lago del Carbén
es 105 m, también por debajo del nivel del mar. La altitud de la Ciudad de México es 2259

m por arriba del nivel del mar, la ciudad de Amsterdam tiene altitud 0 m y Caracas esta
a 1042 m por encima del nivel del mar.

a) Representa estos valores en la recta numérica y b) especifica el intervalo que cubre la
altura de estos sitios.

Solucion:

a) La recta numérica que representa las alturas de las ciudades del ejercicio es (el cero
ya estd en la recta):

-105 1042 2259
J altitud

-1000 -50 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

-422

b) La menor altura corresponde al Mar Muerto y la mayor a la Ciudad de México, por
lo tanto el intervalo es cerrado con estos dos extremos: [—422,2259|m.

4. Las energias en joules de las primeras cuatro orbitas del atomo de hidrégeno, segin el
modelo de Bohr, son: primera 6rbita —2.2 x 10718, segunda érbita —5.4 x 10719, tercera
6rbita —2.4 x 107 y cuarta 6rbita —1.4 x 107!, a) Representa estos valores de energia
en la recta numérica. b) Ordena estos valores, en forma descendente, utilizando el stimbolo
adecuado (< 6 >).

Solucidén:

a) La recta numérica para este ejercicio es:

—5x 10718 —1x 1078 —5x 107 —1x107Y —5x 107

en donde podemos observar que —5 x 1071® es menor que —1 x 107, es decir:
—5x 107 < -1 x 1071

Ubiquemos en las posiciones correctas los valores de las energias:

'Notese que usamos < o > cuando las variables pueden tomar, inclusive, los valores limite.

Division de Ciencias Bdsicas e Ingenieria | 11
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—54%x107Y —1.4x107"

—5x 10718 —1x10°1® —5x107% ~1x10°% —5x 1072

—2.2x 10718 —24x107Y

b) Observamos que el mayor valor es —1.4 x 107 y el menor —2.2 x 10~!%, entonces,
ordenando de forma descendente: —1.4 x 10719 > —2.4 x 107" > —54 x 10717 >
—2.2 x 10718,

Ejercicios propuestos:

1. En la siguiente tabla aparece la fecha de nacimiento de diversos personajes de la histo-
ria universal. a) Ubica las fechas en una recta numérica; b);Cudl es el intervalo de tiem-
po transcurrido desde el nacimiento de Nezahualcéyotl al nacimiento de Leona Vicario? Re-
presenta este intervalo en la recta numérica y calcula el resultado algebraicamente. ¢) Cal-
cula el tiempo transcurrido desde el nacimiento de Ramsés II a la fecha.

Nombre Ano de nacimiento Nombre Ano de nacimiento
Ramsés 11 1326 a de C. Carlomagno 742

Nezahualcoyotl 1402 Alejandro Magno 365 a. de C.

Albert Einstein 1879 Julio César 100 a. de C.

Leona Vicario 1789 Cleopatra 70 a. de C.

2. Observa la figura 1.4 y responde a las preguntas.

a) ;Qué representa la recta numérica de la figura? b);Cudles son las unidades adecuadas
para esta recta numérica? c) ;A qué altura se encuentra la gaviota? d) ;Cudl es la altura
del buzo? e) ;Cuél es la diferencia de alturas entre la bandera del velero y el tesoro? y f)
JEntre el buzo y el tesoro?

3. Ordena las siguientes fracciones ubicdndolas en una recta numérica: 2/3, —2/3, 9/27, 7/6,
—2/9, ~8/6.

4. Escribe un niimero entero con el signo correcto para cada una de las frases siguientes:

a) un depdsito en mi cuenta bancaria de $1500

b) 200 m bajo el nivel del mar

12 ‘ UAM Iztapalapa



CAPITULO 1. Propiedades de los niimeros enteros, racionales y reales

| »

+8-

-12+ ‘(
-18-|--

Figura 1.4

¢) debes $450

d) avanza 300 m

e) la temperatura disminuyé 20°C durante la noche

f) ganancia de $5000

g) bajé 3 kg

h) 9 unidades a la derecha de 12 en una recta numérica
i) el avién viaja a una altitud de 10000 pies

j) perdi6 $350 en el hipédromo

k) 11 unidades a la derecha de —3 en una recta numeérica
[) 7 unidades a la izquierda de —3 en una recta numérica
m) le quitaron tres puntos en el examen por copiar

n) le dieron tres puntos en el examen por la solucién més elegante

Division de Ciencias Bdsicas e Ingenieria | 13
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5.

10.

11.

12.

13.

De las 4 opciones, elige la representaciéon correcta para todos los enteros menores que 5
pero mayores que —1

) § 543210123456

53

I ==

=i
) 4543210123456

I I I e =
-5

S4-32101 23456

=)

o
~

T s - e v W
4543210123456

o,
Nag

. En referencia al ejercicio resuelto 4 ;Cual es la diferencia de energia entre la primera y la

segunda érbitas de Bohr? ;Cudl es la diferencia de energia entre la cuarta y la segunda?

A continuacién se proporciona la altura de diferentes lugares en el mundo: Los Angeles,
113 m; Londres, 48 m; Madrid, 700 m; Laguna Salada, —10 m; La Paz, 3200 m; Mar de
Galilea, —208 m. Calcula la diferencia de alturas entre: a) La Paz y Mar de Galilea; b)
Laguna Salada y Los Angeles; c¢) Londres y Madrid.

. Temperaturas centigradas tipicas de verano, minimas o méaximas, en ciudades de Mé-

xico: Amecameca, 11; Ciudad de México, 21; Acapulco, 30; Ensenada, 18; Nueva Rosi-
ta, 40; Toluca, 9. a) Escribe el intervalo de temperatura para estas ciudades; b) Calcu-
la la diferencia de temperatura entre: i) Ciudad de México y Toluca, ii) Ensenada y Aca-
pulco; iii) Toluca y Nueva Rosita.

. Al descender de la estratdsfera, un piloto bajé 7200 m, nivelé su aparato y después descen-

di6 otros 2100 m. Después de volar durante un tiempo a esta altura descendié otros 2400
m para aterrizar. Representa en una recta numérica: a) cada altura del avién; b) el cam-
bio total de la altura del avion.

Durante una brusca onda fria la temperatura bajé 3 grados en una hora. En la siguiente
hora bajé 2 grados més y en la tercera hora bajé otros tres grados, pero en la cuarta hora
subié medio grado. Representa en una recta numérica los cambios de temperatura y el
cambio total.

La méaxima profundidad del mar es 11521 m y la montana més alta tiene 8848 m. a)
Representa estas alturas en una recta numérica. b) ;Cudl es la diferencia de altura entre
ambos sitios?

Traduce cada frase gramatical a una expresién matematica con los simbolos mayor que,
menor que, mayor o igual, menor o igual: a) Maria tiene menos de $500.00 en su cuenta
de ahorros. b) La temperatura del invierno en el polo norte nunca sube més de —23.3°C.
c¢) La latitud de la zona ecuatorial va de 23.5° sobre el ecuador a 23.5° bajo el ecuador.
d) Durante los dos tltimos anos el peso de Margarita no ha aumentado o disminuido en
més de 2 kg. e) Rogelio nunca logré mas de 15 puntos pero nunca perdié por mas de 10
puntos. g) En nuestro curso la calificacién aprobatoria minima es 6.0.

Roberto bajé un kilogramo y medio la primera semana de su dieta de 1000 calorias,
gan6 700 g la segunda semana, volvié a ganar 200 g la tercera y bajé 2 kilogramos la

14 ‘ UAM Iztapalapa



CAPITULO 1. Propiedades de los niimeros enteros, racionales y reales

cuarta semana ;le sirvi6 la dieta para bajar de peso? Representa el problema en una recta
numérica.

14. Un submarino armado, sumergido a 375 m bajo el nivel del mar, disparé un cohete que
subié 650 m. ;A qué altura sobre el nivel del mar llegd el cohete? Representa el problema
en una recta numérica.

1.2. Jerarquia de las operaciones aritméticas

Al realizar operaciones aritméticas es fundamental hacerlo en el orden adecuado para evitar erro-
res en el resultado. De ello trata esta seccién. Esto es importante también para hacer operacio-
nes con la calculadora.

Veamos un caso muy sencillo, si vas a la papeleria al inicio del trimestre a comprar tus ttiles y
compras 3 lapices, 2 boligrafos, 5 cuadernos, una goma y una memoria USB, es claro que el costo
total se calcula primero multiplicando el precio de cada articulo por la cantidad de articulos de
ese precio y después sumando, usando el simbolo “x" para la multiplicacién y el simbolo “+”
para la suma. Asi se tiene:

3x costo del 1apiz 3 x $3.50 $10.50
2x costo del boligrafo | +2 x $4.00 + $8.00
5xcosto del cuaderno +5x $23.50 | + $117.5

1x costo de la goma + $5.00 + $5.00
1xcosto de la USB + $179.90 + $179.90
=costo total = $320.90 = $320.90

Esto significa que el costo total es $320.90

Este célculo se indica de la siguiente forma

3% 3.50 +2x4.00+ 5 x 23.50 + 5.00 + 179.90

en la que se entiende que primero se efectiian las multiplicaciones y después las sumas, ya que en
Aritmética las operaciones tienen jerarquia y la multiplicacién o producto tiene prioridad sobre
la suma.

Es claro que para calcular el costo total nunca se nos ocurriria hacer las operaciones en un orden
distinto, jlo cual seria un error grave! Si al ver la expresion anterior hiciéramos los cdlculos en el
orden en que aparecen las operaciones de izquierda a derecha, por ejemplo, sin tomar en cuenta
la jerarquia de las operaciones, jel resultado serfa $1477.40! ;Quién pagaria esa cantidad por
comprar esos articulos?

Pensemos ahora que los lapices, los boligrafos y la goma tienen un 10 % de descuento y que los
cuadernos y la memoria tienen un 15 % de descuento (nota: el cdlculo de porcentajes se revisard
en la seccién 1.4.3). Ahora el descuento total se obtiene calculando el costo de todos los articulos
que tienen el mismo descuento. Esto es, multiplicando por 0.10 o 0.15, segun el descuento que
tiene cada grupo de articulos y finalmente sumando.
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En este caso se usan los paréntesis para agrupar operaciones e indicar que se debe obtener
primero el resultado de lo que se muestra entre paréntesis para continuar con las siguientes, por
lo que la expresion correcta es la siguiente:

(3 x 3.50 4+ 2 x 4.00 + 5.00) x 0.10 + (5 x 23.50 + 179.90) x 0.15

Dos de los elementos que ayudan a escribir de manera correcta la forma en cémo realizar
operaciones aritméticas son los simbolos de agrupacion y las barras de fraccion. Los simbolos
de agrupacién son paréntesis, corchetes y laves: (), [ ], { }.

Como hemos visto con estos ejemplos, el orden en que se realicen las operaciones aritméticas
es importante para obtener resultados correctos. En estos casos, los calculos son muy sencillos
y sOlo involucran sumas y multiplicaciones por lo que la pregunta ahora es: ;cémo hacer los
célculos cuando estan involucradas mas operaciones y una gran cantidad de niimeros?

Debes tomar en cuenta que las potencias, es decir, expresiones donde aparecen exponentes y
radicales, tienen prioridad sobre las demés operaciones y, a su vez, las multiplicaciones y las
divisiones tienen prioridad sobre las sumas y restas. Ademés debes considerar si hay simbolos
de agrupacion.

Resumiendo, para llevar a cabo las operaciones en el orden adecuado te sugerimos seguir
estos pasos:

i. Simplifica las expresiones que aparecen dentro de los simbolos de agrupacién empezando
de adentro hacia afuera.

ii. Simplifica las expresiones con exponentes y radicales.

iii. Efectia las multiplicaciones y divisiones en el orden en que aparecen de izquierda a
derecha.

iv. Realiza las sumas y las restas en el orden en que aparecen de izquierda a derecha, después
de las multiplicaciones y divisiones, en su caso.

Veamos ahora cémo se aplican estas recomendaciones con més ejemplos.

Ejemplos resueltos:

1. Encuentra el valor de la expresién 28 —20 x 4 +5+23 + 15+ 5 x 2

Para obtener correctamente el resultado debemos considerar el orden de las operaciones:
primero las potencias, después las multiplicaciones y divisiones de izquierda a derecha y
finalmente las sumas y restas también de izquierda a derecha

28 —20x4+5+23+15+5x%x 2
28 —-20x4+5+8+15+5x%x2
28 —80 +5+8+3 x 2
28 —16+8+6

R: 26
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CAPITULO 1. Propiedades de los niimeros enteros, racionales y reales

. Encuentra el valor de la expresién

3(8 — 3)

_72—‘1__4_7(_9)

+10+2x3

En esta expresién aparecen simbolos de agrupacion que senalan que las operaciones indica-
das dentro tienen prioridad, asi que primero calculamos las operaciones dentro de los sig-
nos de agrupacion y simultaneamente podemos calcular la potencia:

3(5)
419

Ahora, realizamos las operaciones en el numerador y el denominador de la fraccion:

—49 + +10+2x%x3

15
—49+€+10+2><3

las divisiones y multiplicaciones de izquierda a derecha:

—49+34+5x%3
—4943+15
y finalmente, las sumas y restas:
R: -31
. Encuentra el valor de la expresion
(—3)3 ><843—4(407_72)+15;5
) 3x4-—28 )

Siguiendo el orden correcto de las operaciones, primero efectuamos las potencias

4(40 — 49)

—27X8—3—m

+15+5

las operaciones en el numerador y denominador de la fraccién, calculando primero lo que
estd dentro del paréntesis en el numerador y la multiplicacién antes que la resta en el
denominador

4(—9)
12-38

—36
—27><8+3—T—|-15+5

—27Tx8+3— +15+5

y las multiplicaciones y divisiones de izquierda a derecha

—216 <+ 3 — (—9) + 3
~724+9+3
R: —60
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4. Calcula el valor de la siguiente expresién

(12 - 3)% — (3X54_—_22\/1_6)+ [3—(8+5)+(-1)°]

De acuerdo con lo que ya se ha explicado, primero calculamos las potencias y las operacio-

, . . . 1
nes dentro de los paréntesis, cabe aclarar que la raiz cuadrada es una potencia v/16 = (16)z,
esto se revisara en la siguiente seccién “Leyes de los exponentes”:

_3x4—4

3
) 5—4

+[3—13+1]

Ahora, la siguiente potencia, la multiplicaciéon en el numerador, la resta del denominador
de la fraccién y las operaciones dentro del corchete:

12 -4
729 —

+[-9]
Primero, la resta en el numerador y después, el cociente:
729 -8 -9
R: 712

5. El indice de masa corporal de una persona se calcula con la expresién

€so
IMC — P
estatura?

Para una persona que mide 1.63 m de estatura y pesa 60 kg, el indice de masa corporal es

60 60
IMC = — > = - = 22.
C=16 266~ 2

es decir, el indice de masa corporal para una persona de 1.63 m de estatura y que pesa 60
kg es 22.5 X5

6. El area A de la superficie de un cono recto estd dada por A = 7r(r + vh2 + r2) donde r
es el radio de la base y h es la altura. Para un cono recto que tiene un radio de 3 unidades
y una altura de 4 unidades, el area es

A=nr(r+vh?+r2)=mx2(2+ V42 + 32)
=71 x22+V16+9) =7 x 2(2+V25) =7 x 2(2+5)
=mx2(7)=mx14=14r

A=14r

El 4rea de la superficie del cono recto con estas dimensiones es 14 unidades cuadradas.
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CAPITULO 1. Propiedades de los niimeros enteros, racionales y reales

Ejercicios propuestos:

Calcula el valor de las siguientes expresiones:

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

(45 + 3 x 8) + (2)?
(15 +5)3 x2+8+4

V64 — (24 4 48 — 4)
(=2)*
12x6+4—-5+(5x4)
214+ 5(7+9) —8

128 — 100 — +35+7

(100 = 5) — 3 x 5)2
(6+3%—2%) =4

8 —2(5+2)

4{10[3(9 + 1) — 2(7 + 3)]}
7+ 5{3[2(20 — 15)]}

10—-23+3
42 +3(4 +3)

7.5+2.5
0.5+15

6(7 —3) + (10 — 6) = 2

Encuentra el valor de la siguiente expresion para x = 5.

8x 3z —1
3r+1 T
4x 2¢ — 1
3r+1 z

La distancia recorrida por un objeto, después de ¢ segundos, cuando es lanzado hacia abajo
a una velocidad inicial vy, estd dada por la expresion h = vot + %t2 donde g es la constante
de gravedad. Calcula la distancia recorrida después de 4 segundos por una pelota que es
lanzada hacia abajo con una velocidad inicial de 5% . Para simplificar considera g ~ 10.

Un péndulo de longitud L tarda t = 27n/% segundos en recorrer un ciclo completo de
extremo a extremo. ;Cudnto tiempo empleard un péndulo con una longitud de 1.20 m en
recorrer un ciclo completo?

Se quiere determinar el equivalente en grados Fahrenheit (°F) de 20°C, sabiendo que
°F=(2)°C + 32.
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1.3. Leyes de los exponentes

Frecuentemente se tiene que multiplicar un niimero por si mismo, por ejemplo, para calcular el
area de un cuadrado, o el volumen de un cubo. En lo que sigue hablaremos exclusivamente de
nimeros reales.

Ejemplos:

1. Determina el area, A, de un cuadrado de lado 4 cm,

A = (% entonces: A = (4cm)? = 16cm?

2. Determina el volumen, V', de un cubo de lado 4 cm,

V = (3 entonces: V = (4cm)3 = 64cm?

Una potencia es una forma abreviada de escribir un producto formado por varios factores iguales:

6X6xX6x6x6=06

Los elementos que constituyen una potencia son:

La base de la potencia es el nimero que multiplicamos por si mismo, en el caso del tltimo
ejemplo, el 6.

El exponente de una potencia indica el niimero de veces que multiplicamos la base, en el ejemplo
es el 5.

Es importante distinguir la operacién de multiplicar un ntimero por si mismo de la adicién, esto
es, la suma. No es lo mismo 4 + 4 que 4% = 4 x 4.

Notaras que 4! = 4 y sélo por simplificacién se omite el exponente, asi como en la expresién a?

tenemos el coeficiente 1 (ya que a? = 1 x a?); y en la expresién m tenemos 1 x m?.

En la expresién 7% tenemos que 7 es la base, 8 es el exponente (también llamado “potencia”),
el resultado de la operacién no tiene un nombre particular. Recordaras que “cociente” es el
resultado de una divisién, “producto” el de una multiplicacién, “suma” el de una suma.

Ejemplos resueltos:

1. 5x 5 x5 =>5%=125 ;jcuanto es (—5)3?

(=5) x (=5) x (=5) = (—5)% = (—125) pues lo podemos escribir (—5) x (—5) x (—5) =
(=5)? x (—=5) = —125.

Es preferible escribir (—5) x (—=5) x (—5) pues se agrupan las operaciones y la interpretacién
es mas sencilla.

La ventaja de la notacién algebraica es que evita ambigiiedades; por ejemplo, “menos dos
a la cuatro” podria entenderse como (—2)* = 16 o como —(2)* = —16.

2. (—4)3 = (—4) x (—4) x (—4) = —64
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CAPITULO 1. Propiedades de los niimeros enteros, racionales y reales

3. (—4)* = (—4) x (—4) x (—4) x (—4) = 256
4 —(#%) = —[(4) x (4) x (4)] = —64

5. ;En qué casos una base negativa da un resultado positivo?

Cuando el exponente sea un nimero par.

Potencia de fracciones:

= 0.15258

Cv4_5x5x5x5__&5

8) T 8x8x8x8 4096

Con la calculadora podras verificar que también se puede obtener de la siguiente formas:

4
(g) = (g) X (g) X (g) X (g) = 0.625 x 0.625 x 0.625 x 0.625 = 0.15258
que podemos redondear a milésimas, a 0.153.
(0= G -0 ¢)
8) \8/) \8) \8/) \8

De lo anterior notaras que no hay una manera Unica de hacer el calculo, pero si hay unas formas
mas directas que otras.

Otra manera:

Podemos generalizar lo dicho: el producto de n veces el nimero real a es:
n_ ,
a® =aXaxax...axadonde a estd n veces como factor.

Habras concluido que la potenciaciéon es una multiplicacién abreviada. No sélo hay una ventaja
practica sino también la posibilidad de generalizar, como veremos en seguida:

(") (a™) = almm
Ejemplos resueltos:

L 52 x5 =(Bx5)(5x5x5)=5x5x5x5x%x5=5

5
2. <g> :gxgxgxgxgzo.l?)
3 373737373
3. (3.7)% = (3.7)(3.7)(3.7) = 50.65
8\*4 8 8 8 8 4096
4. (=) == x=-x=-x-=—"=50.57
<3> 37°3%37%3 81
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La base puede ser, obviamente, una fraccién o un decimal:

G) () =() 5=«
(0.1)%(0.1) = (0.1)*™! = (0.1)3 = 0.001

Cuando se tiene la division de dos potencias con la misma base:

100 10x 10 x 10 x 10

10 x 10
= —10x1
102 10 x 10 0 0(

10 x 10

) =10 x 10 = 10> = 10*2

basta, pues, restar los exponentes cuando se tiene el cociente de potencias con la misma base:

en lo anterior no debes confundir el exponente del numerador con el del denominador.

De aqui podremos ver que a’ = 1, cuando a # 0 por lo que sigue:

a” _
<_>:an n:aozl
an

pues todo nimero (distinto de 0) dividido entre si mismo es 1.
Potencia de productos y potencia de cocientes:

Cuando se tiene una potencia de un producto, por ejemplo, (0.4 x 5)? se puede desarrollar

(0.4 x5)%2 =042 x5% = .16 x 25 = 4

El resultado anterior coincide con el de obtener el producto y elevar al cuadrado, esto es:

(0.4 x 5)? = (2)?

y, generalizando,

(axb)" =a"b"

Para el caso de cociente de exponentes:

y, generalizando,
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CAPITULO 1. Propiedades de los niimeros enteros, racionales y reales

Exponente de exponente:

Esta regla establece que cuando un exponente esta afuera del paréntesis, en este caso m y uno
dentro del paréntesis, se multiplican.

Ejemplos:

1.

(a”)
(a”)
3. (22 =279=20=64 ¢ (22P=(4)>=64 6 (22 =22 x22x22 =26
(2°)3 =215 = 32768 6 (2°)3 = (32)° = 32768

(4°)

43)? = 45 = 4096 6 (4°)% = (64)% = 4096

Leyes de los
exponentes:

Ejercicios propuestos:
3. 3* x 3" x3=
32. — =
33.
34. [(53)4]2 =

35. (82)3 =
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36. 2° x 24 x 2 =
27

38. (4x2x3)*

39. [(23)4]0=
40. (-2)% =
9 -3
() =
(=5)° _
42. 5y =

25\
43. (=) =
(%)

44, 272 x 273 x 21 =

2—2
46. (2.5)% =

1.4. Operaciones con logaritmos

Notaciéon cientifica

Para poder escribir niimeros, muy grandes o muy pequenos, usamos una notacién especial que
consiste en utilizar potencias de 10, llamada notacién cientifica.

Ejemplos:

1. Expresar 352.54 en notacién cientifica: 352.54 = 3.5254 x 102

2. Expresar 0.003967 en notacién cientifica: 0.003967 = 3.967 x 1073

Logaritmos

John Briggs, matematico y teblogo escocés, introdujo y usé los logaritmos como un sistema ma-
temadtico, el cual permite simplificar los calculos de las multiplicaciones, divisiones y extraccio-
nes de raices.

Observemos la siguiente tabla:
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20 =1 30=1 50 =1 10°=1
21 =2 3= 5l = 10 =10
22 =4 3% = 52 =25 10% = 100

23 =8 3% =27 5% =125 103 = 1000
21 =16 31 =181 51 = 625 10* = 10000

De la tabla, por ejemplo, se puede decir que:

= El exponente al que hay que elevar el ntimero 2 para obtener 8 es 3.
= El exponente al que hay que elevar el nimero 3 para obtener 9 es 2.
= El exponente al que hay que elevar el nimero 5 para obtener 5 es 1.

= Kl exponente al que hay elevar el niimero 10 para obtener 10000 es 4.

Los ntmeros 2, 3, 5 y 10, se denominan en cada caso, como la base (b) con un exponente (z).

Se llama el logaritmo de un niumero al exponente al que hay que elevar otro nimero llamado
base (en la tabla anterior, 2, 3, 5, y 10, respectivamente), para obtener un niimero dado.

Asi, usando las afirmaciones anteriores decimos que:

El logaritmo de base 2 del ntimero 8 es 3, y lo denotamos como:
logo 8 =3 ya que 23 =8

El logaritmo de base 3 del ntimero 9 es 2, y lo denotamos como:

logs 9 =2 ya que 32=9

El logaritmo de base 5 del ntimero 5 es 1, y lo denotamos como:
logs5 =1 ya que 51=5
El logaritmo de base 10 del nimero 10000 es 4, y lo denotamos como:

log 10000 = 4.

En general, si b es un niimero positivo, entonces el logaritmo de base b de un ntimero dado x es
el exponente y, al que hay que elevar la base b para obtener dicho niimero:

log, x =y significa que b ==z

Si la base b es igual al nimero e, entonces se llama logaritmo natural: In.

Es importante remarcar que:
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= Todas las potencias de 1 son iguales a 1.

» Para cualquier nimero positivo b # 1, tenemos que,
b =1, entonces: log, 1 =05
b! = b, entonces: logyb= 1.

= No hay logaritmos de niimeros negativos, pues si b es positivo, sus potencias son positivas.

Propiedades de los logaritmos

Para cualquier ntimero positivo b # 1, el logaritmo de base b cumple con las propiedades si-
guientes:

» log,(zy) = log,(z) + log,(y)
» logy(z/y) = logy(z) — logy,(v)

= log,(z") = nlog,(z)

Ejemplos:

—_

. log;(8/7) = logs(8) — logs(7)

. logyp(v2") = 3log;(v2)

. logs (2m) = logs(2) + logs ()

. log5(8) —logs(7) # logs(8 — 7)

- logs(2) + logs(m) # logs (2 + )

[ B L VI \)

Logaritmos de base 10

Los logaritmos de base 10 son los més ficiles de manejar, como se observa en la tabla siguiente:

10°0=1 entonces: logl =0

10' =10 entonces: logl0=1

102 = 100 entonces: | log100 = 2
103 = 1000 entonces: | log1000 =3
1071 =0.1 entonces: | log0.1 = —1
1072 =0.01 entonces: log0.01 = -2
1073 = 0.001 entonces: log 0.001 = -3

Ejemplos:

1. log(25) = log(10 x 2.5) = log(10) + log(2.5) = 1 4 log(2.5)
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2. log(250) log(10? x 2.5) = log(10?) + log(2.5) = 2 + log(2.5)
3. 1og(2500) = log(103 x 2.5) = log(10%) + log(2.5) = 3 + log(2.5)

4. 10g(0.0025) = log(1073 x 2.5) = log(1073) + log(2.5) = —3 + log(2.5)

En estos ejemplos, log(2.5) = 0.3979.

En general, para encontrar el logaritmo de un niimero positivo x, se escribe como sigue:

x=10" xy

Donde, y es un nimero entre 1 y 10.

Para calcular el logaritmo de z, usando las propiedades de los logaritmos, se tiene:

log(x) = log(10™ x y) = log(10™) + log(y) = n + log(y)

Antilogaritmos

Si un namero es el logaritmo de otro, entonces el segundo es el antilogaritmo del primero y se
denota como antilog. Asi, se tiene que:

Si log z = a entonces antilog a = x
Esto significa que:

10¢ =«

Ejemplos:

1. Si se tiene que log 1000 = 3, entonces: antilog 3 = 1000, es decir, 10°> = 1000.

2. Si se tiene que log 0.01 = —2, entonces: antilog (—2) = 0.01, es decir, 1072 = 0.01.

Ejercicios propuestos:

Calcula los logaritmos aplicando las propiedades de los logaritmos y da el resultado final (con
ayuda de la calculadora).

47. log(3.126)

48. log(55.29)

log(
49. 10g(0.00077)
(

50. log(0.00432)

51. El pH de una solucién se define como el —log[H*]. Si la concentracion de H* de una
solucién es de 0.025. Calcula el valor del pH.
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Calcula los antilogaritmos (con ayuda de la calculadora).

51. antilog(5.201)
52. antilog(0.781)

53. antilog(5.00017)

1.5. Usos de la calculadora

La calculadora es un instrumento que ayuda a efectuar operaciones y estimar resultados. Existen
varios tipos de calculadoras: basica, intermedia, cientifica y grafica.

Una calculadora de tipo béasica efectia las operaciones sin incluir el orden de las mismas. Por
ejemplo:

5 + 3 x 2, el resultado seria 16.

Este resultado refleja que la calculadora resolvié las operaciones de izquierda a derecha y no
siguiendo el orden de las operaciones, esto es:

(3x2)4+5=(6)+5=11L.
Una calculadora intermedia incluye el orden de las operaciones.

El tipo de calculadora cientifica incorpora el orden de las operaciones, fracciones y funciones
trigonométricas y logaritmicas.

Una calculadora tipo grdifica cuenta con todo lo anterior méas una pantalla para representar
graficas en dos o méas dimensiones.

A continuacién, se dan varios ejemplos de los pasos que sigue la calculadora hasta el resultado
final:

Expresion numérica Pasos en la calculadora Resultado
5+3 %2 5[+]3[x]2[=] 11

—6+2 —6[+]2[=] -3

(12.5)2 12.5[exp|2[=] 156.25
(—12.5)? [—]12.5[exp]2[=] —1250

Ejercicios propuestos:

I. Aplica el orden de las operaciones para simplificar cada expresién numérica.

54. 25 —10 x 2
45

55. — x4
9 X
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96.
o7.

98.
99.
60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

I1. Célculos con uso de la calculadoras:

67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.
e
78.
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12+4x2-2

23
2 +4 — —
* 4

8+2(5+2)
10[2 — 3(6 — 2)]
7+ 5{3[2(20 — 15)]}

(12 — 15)
(14 —17)

(3—5—1-5)
(15— 3.5)

(25 — 23 + 1.4)
(25 — 23 + 1.4)

(18 +26 — 1)
(6 +8)

(15 — 3%)
(9-3)

(10 — 23 + 3)

(%)

4

v0.000358
log 4.5

log 10?

In 10

antilog 5
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Capitulo 2

Conversion de expresiones decimales
a fracciones y viceversa

Para convertir una expresion decimal a fraccién, te sugerimos primero escribirla como una frac-
cién con denominador igual al nimero uno, luego multiplicar y dividir por diez tantas veces co-
mo sea necesario hasta que se tenga un numero entero en el numerador. Después, simplifi-
ca la fraccion resultante. Por ejemplo, si se tiene el ntmero 0.326, éste se multiplica y divi-
de por diez tres veces, para que no se altere la proporcion, luego se simplifica la fracciéon obte-
nida al dividir entre dos tanto al numerador como al denominador:

0.326 =

0.326  0.326 <1000) 326 163
1 1 1000/ 1000 500

Para convertir una fracciéon a un nimero decimal simplemente hay que realizar la divisién del
numerador entre el denominador. A continuacién se muestra un ejemplo:

3
1= 0.75

Hay casos en que al convertir una fraccién en un ntimero decimal, los decimales se repiten de
manera periddica, por ejemplo si se toma %, se obtiene 0.142857142857142857. .. Observa que
después del punto decimal los digitos “142857" se repiten una y otra vez. En tal caso, este
decimal se puede escribir como 0.142857, en donde la barra sobre los niimeros indica que estos
son periddicos (observa que la barra no abarca los niimeros que no se repiten periédicamente,
en este caso el cero a la izquierda del punto).

Te recomendamos que cuando conviertas fracciones a decimales y te encuentres con divisiones
no exactas o con muchas cifras decimales, la decisién de cuantas cifras tomar (para redondear)
esté en funcién de su importancia en el problema o situacién a resolver (revisa el Anexo 2 sobre
Nocién de cifras significativas). Por ejemplo, si estds calculando una fraccién de una deuda (en
pesos) y determinas que la fraccién equivale a $6.5141698, suena l6gico redondear a decenas
($6.5, se deben seis pesos con cincuenta centavos). Existen, ademds, reglas para decidir sobre el
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numero de cifras significativas de acuerdo con las operaciones matematicas que se realizan en el
problema, también en el Anexo 2 puedes revisarlas.

Ejemplo 1: Cinco amigos se reunieron para cenar en un restaurante. La cuenta fue de $590 y
fue dividida en partes iguales.

a) Si los $590 equivalen a la unidad, expresa como fraccién de la unidad el pago individual.

Solucién: El pago individual expresado como fraccién es la unidad entre el niimero de amigos:
% (la cuenta completa es la unidad o 1).

b) jcudnto pagd cada uno?

=Sersomas = 5118/persona.

Solucién: El pago individual es = D $590
Ejemplo 2: Ana, Maria y Beatriz participaron en una carrera de 5 km. Después de 10 minutos
la fraccion de la distancia total recorrida por cada una de ellas, respectivamente era: 0.125, 0.25,

y 0.5. Expresa dichos valores como fracciones simplificadas.

Solucién:
Corredora Decimal Conversion a fraccién Fraccion simplificada
Ana 0.125 0.125 = % = % = % = % %
Maria 0.25 025=2 =2 =1 1
Beatriz 0.5 0.5 = % = % %

i Puedes determinar cudntos km ha recorrido cada corredora a los 10 min? Ejemplo 3: Un
sistema de aire acondicionado tiene un controlador de temperatura con 4 opciones: “apagado”,
“fresco”, “frio” y “muy frio”. En el interior del equipo hay un termostato que controla el paso de

la corriente eléctrica en un intervalo que oscila entre la temperatura objetivo —%, limite donde

corta la corriente, y dicha temperatura —I—ﬁ, donde se conecta (para que el equipo funcione y
enfrie el aire ambiental). Si las temperaturas objetivo se definen para cada opcién de la siguiente
manera;:

Fresco: Tobjotivo = %Tambicnto

Frio: Tobjetivo = %Tambiontc

Muy Frio: Tobjetivo = % ambiente

.,Cudl seria la expresién decimal de las relaciones anteriores?

Solucion: De efectuar las divisiones que indican las fracciones, se obtienen las siguientes expre-
siones:

Fresco: Tobjetivo = 0.9T ambiente
Frio: Tobjotivo = 0.8Tmbiente

Muy Frio: Tobjctivo = 0.6Tambiente
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Ejemplo 4: Para el problema anterior, ;cudl seria la temperatura a la que se cortaria la corriente
eléctrica, si la temperatura ambiente es de 40 °C y la opcién del sistema de aire acondicionado
es “Muy frio”?

Solucidn: El primer paso es expresar la temperatura de corte en términos de la temperatura
objetivo y luego expresar ésta en funcién de la temperatura ambiente.

1

1
Tcorte = Lobjetivo — ﬁTobjetivo = O'6Tambiente - ﬁ(O-GTambiente)

Luego se reducen los términos, se establece 11 como denominador comun, se realizan la resta y
la multiplicacion,

1 10
Tcorte =0.6 (1 - ﬁ) Tambiente = 0.6 (ﬁ) Tambiente
)
Tcorto = ﬁTambiontc

A continuacion se sustituye Tympiente POr su valor y se simplifica la expresién para obtener el
resultado:

6

~Y J—
Tcorto = _Tambiontc -

o 77 (40°C) = 21.8°C.

Ejercicios propuestos:

1. Para la situacién descrita en el ejemplo 3, determina las temperaturas de corte y de cone-
xi6n de corriente eléctrica, para una temperatura ambiente de 38 °C y para cada una de

%W

las opciones del sistema (“fresco”, “frio”, “muy frio”).

2. Convierte a decimales (redondea a milésimas, cuando sea posible) las siguientes fracciones

Fraccion Decimal

w|©o
>J>|)—A i leol TN

—
o | oo
J

(=)
w
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CAPITULO 2. Conversion de expresiones decimales a fracciones y viceversa

3. Escribe los numeradores de las siguientes fracciones

Decimal Fraccion
0.75 =

1

0.6
0.57
0.25

3l

o]

. Ocho amigos se reunieron para comer en una fonda. La cuenta fue de $640 y fue dividida
en partes iguales.

a) ;Cudnto pagd cada uno?
b) Si los $640 equivalen a la unidad, expresa como fraccién de la unidad el pago individual.

¢) {Qué porcentaje de la cuenta total pagé cada uno de los comensales? (si no recuerdas
el concepto de porcentaje, puedes consultar la seccién 4.3)

a) Para preparar unas crepas, se lee en la receta que es necesario mezclar ocho ter-
cios de taza de harina, media cucharadita de sal, media taza de leche y una cuchara-
da y media de mantequilla derretida. Si una taza de harina equivale a 120 g aproxi-
madamente; una cucharadita de sal a 2 g; media taza de leche a 110 g y una cucha-
rada de mantequilla a 5 g, expresa las cantidades de todos los ingredientes en mili-
gramos.

b) La receta anterior estd planeada para 4 porciones de crepas. Si para una cena se desea
preparar 13 porciones. ;Cuantos gramos de cada ingrediente se necesitan?

c) Si se deseara preparar solamente una crepa de tamafio de un tercio de las anteriores,
jcudl seria la cantidad de cada ingrediente a emplear?

. La caja del WC una vez vaciada tarda en llenarse 3 min. A medida que se llena, el flujo de
agua disminuye, de tal manera que el agua llega a la mitad de la caja en medio minuto.
En un minuto alcanza % del tanque. A los dos minutos alcanza % y en el dltimo minuto el
flotador cierra la valvula. Expresa en ntimeros fraccionarios los tiempos y el volumen de
agua en el tanque. Haz una tabla que relacione estas cantidades. También realiza y discute
una grafica de la fraccién de volumen de agua en funciéon del tiempo.

. Se sabe que cada especie del reino animal duerme diferente cantidad de horas por dia. Por
ejemplo, la jirafa duerme % parte del dia, el murciélago % partes, el ledn %, la ardilla %,
el raton % y el ser humano %

a) Sin utilizar calculadora, expresa las fracciones anteriores en decimales (redondea a
centenas).

b) Suponiendo que se ha seleccionado un miembro de cada especie, que ellos se han dormido
al mismo tiempo y que las horas de suefio son continuas, jen qué orden irdan despertando?

. Carlos, Juan y Pedro participan en una maratén (cuya distancia es de 42.195 km). Al
iniciar la carrera, Carlos se adelanta, mientras que Juan se atrasa en relacién con Pedro:
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Carlos ha recorrido 0.1 % de la carrera y de esa distancia, Pedro lleva el 80 % y Juan,
60 %. Cuando Juan lleva la cuarta parte del trayecto, Carlos tiene 10 % mads de distancia
recorrida y Juan —13%. A final de la carrera, en el sprint, Pedro rebasé a Juan con un
12% y a Carlos solamente con el 5 %. Expresa las posiciones (en metros) de los corredores
en los tres puntos de la carrera. (Nota: Si tienes dudas en el tema de porcentajes, te
recomendamos revisar la seccién 4.3 primero).

9. Una plancha eléctrica tiene un controlador de temperatura con 4 opciones: apagado, Ty,
Thedia, Talta ¥ Tmax. En el interior de la plancha hay un termostato que controla el paso de

la corriente eléctrica en un intervalo que oscila entre la temperatura de trabajo —l—%, limite

donde corta la corriente, y dicha temperatura —%, donde se conecta. Si las temperaturas

de trabajo Tiin, Tmedia ¥ Talta mantienen con T« la relacién siguiente:
Tin = 3 (Tmax)

Trnedia = % (Tiax)

Tatta = 3(Trmax)

a) {Cuél seria la expresion decimal de las relaciones anteriores?

b) ;Cuéles serian las temperaturas de corte y conexién expresadas en decimales?

= Para cada temperatura de trabajo.

= En relacion con T ax-

10. Las edades de Pancho (A), Tencha (B) y Tacho (C) en el afio 2000 mantenian la siguiente
relacion: B=0.75 A; C=05B

Ocho anos después la relacién cambié: B = 0.80A; C = 0.50A
Para el 2032 las relaciones seran : B = 0.875A; C = 0.6875A
Y en 2048 ya se van alcanzando: B = 0.90A; C = 0.75A

Y si llegaran, para 2068...B = 0.92 A; C = 0.8A

a) (Cémo se expresan las relaciones de las edades como fracciones de A?

b) Escribe como fracciones las relaciones de las edades entre B y C para los afios sena-
lados.

¢) ;Cémo se verian las graficas de las expresiones decimales de la relacién de edades, en
funcién del tiempo en anos?

11. Lee el siguiente texto y responde las preguntas que le siguen:
La Luna y la Tierra danzan en el espacio, rodeando al Sol.

El planeta Venus recorre su 6rbita alrededor del Sol en 225 dias terrenales y vuelve a ocupar
la misma posicién, respecto al Sol y la Tierra, cada 584 dias. A este lapso de tiempo se
le llama Ciclo Sinddico. Este ciclo se divide en cuatro periodos: durante 236 dias Venus
se aparece como “lucero de la manana”, luego se oculta durante 90 dias, mientras pasa
por detras del sol, para reaparecer como estrella de la tarde durante 250 dias, a los que
sigue un corto ocultamiento de 8 dias mientras Venus pasa por delante del sol, antes de
reanudar el ciclo como estrella de la mafiana.
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a) Realiza un esquema en que muestres la posicién relativa de Venus, de acuerdo con la
descripcién anterior.

b) Escribe los cuatro periodos, en los que Venus se oculta o se muestra, como fracciones
y como decimales del Ciclo Sinddico de 584 dias.

12. Lee el siguiente texto y responde las preguntas que le siguen:
La érbita de Venus.

Venus orbita al Sol en 225 dias, la Tierra en 365.25, por lo tanto la relacién del “viaje”
de Venus con el viaje de la Tierra alrededor del Sol es 36252.525 = 0.616. Casi % = 0.6164,
casi % = 0.6250, o casi % = 0.6154. En términos de érbitas completas, Venus y la Tierra

volveran a emparejarse cuando la primera complete 13 giros y la segunda 8, esto es:
Venus: 225 dias/giro x (13 giros) = 2925 dias
Tierra: 365.25 dias/giro x (8 giros) = 2922 dias

Expresa la diferencia de tiempo en decimales:

a) Con relacién a Venus y

b) con relacién a la Tierra.

13. Cada ano la Tierra describe un viaje por su érbita alrededor del Sol, mientras que la Luna
realiza su viaje u d6rbita alrededor de la Tierra 13.04 veces. ;Qué fracciéon del afio implica
su giro? Escribelo en decimales.

14. Mientras Venus da una vuelta alrededor del Sol, en 225 dias, en la Tierra ocurren 8 meses
lunares, de donde la relacién de los periodos orbitales Luna-Venus es también de % mientras
que la relacién de los ciclos Venus-Tierra expresado en “lunas” es de 1%. Convierte las
fracciones a decimales.

15. El tiempo y los calendarios.

Los sumerios dividieron el afio en 360 dias. Los mayas, 360 dias + 5 = 13 x 20 + 5. El
calendario gregoriano tiene un ano de 365 dias (41 cada cuatro afios). A continuacién se
presentan las divisiones del calendario gregoriano como fracciones:

~ 1 .
1 ano = 155 siglos

S
1 mes =15 anos

L
52

fios = 12
anos = 5 meses.

1 semana =
1 dia = % semanas

Transforma cada una de las fracciones anteriores en decimales.

16. Calendarios y multiplos de 12.

Algo de maégico le encontraron los sumerios al ntmero 12 como se puede ver por las
divisiones calendaricas: 1 afilo= 12 meses

1 afio sexagesimal = (12 meses) x (30 dias/mes) = 360 dias

1 mes = 30 dias
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1 dia = 12x2 horas

1 hora = 12x5 minutos

1 minuto = 12x5 segundos

También el nimero 12 aparece como divisor en las medidas de la circunferencia (circulo):
1 circunferencia = 360 grados

1 grado = 60 minutos arco

1 minuto = 60 segundos arco

Expresa las relaciones anteriores como decimales.

17. Lee el siguiente texto y responde las preguntas que le siguen:
Paradoja de Zenon.

Ulises competird en una carrera contra la tortuga. Muy seguro de su velocidad Aquiles “el
de los pies alados” le concede como ventaja la mitad de la distancia entre la salida y la
meta. La tortuga corre con una rapidez del orden de 1/18 de la de Aquiles.

iEn sus marcas!, jjj arrancan!!!

Cuando Aquiles llega a la mitad de la distancia, la tortuga ya recorrié su tramo corres-
pondiente. En la etapa siguiente cuando Aquiles llega a la segunda posiciéon de la tortu-
ga, ésta ya se encuentra en la tercera posicién, adelante de Aquiles. ..

a) {Cuél serd la diferencia luego de 6 etapas, expresada como suma de fracciones?
b) Expresa las etapas como decimales de la distancia entre el punto de partida y la meta.

¢) ;Cémo se veria en una gréfica el desempeno de los corredores?
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Operaciones con fracciones

i Cuantas veces has escuchado, leido o dicho frases como las siguientes?

= Agregue % de taza de leche a la mezcla.
= El tinaco se encuentra a % de su capacidad maxima.

= Juan tardo % de hora en resolver el ejercicio y Miguel tardé % de hora en hacerlo.

En todos estos casos se hace referencia a cantidades que representan una porcién o fraccion de
una medida mayor. Conozcamos ahora como se definen estas cantidades y las operaciones que
podemos realizar entre ellas.

3.1. Fracciéon comun

Una fraccién comun representa una divisién entre dos nimeros, el primero de ellos (el dividen-
do) se le conoce como numerador y representa el nimero de secciones de la unidad que son repre-
sentadas o seleccionadas; el segundo de ellos (el divisor) se le conoce como denominador y repre-
senta el nimero de secciones en las que una unidad es dividida, debe ser DIFERENTE DE CE-
RO. Veamos el siguiente esquema:

Figura 3.1: la porcion llena de la taza es %
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Resolvamos algunos ejercicios. ;Qué fraccién representan las dreas sombreadas en los siguientes
dibujos?

a)

Solucién: Veamos, la unidad que se muestra esta formada por tres secciones iguales, el denomi-

nador de la fraccién es 3 y sélo dos secciones se encuentran seleccionadas, el numerador de la frac-

cion es 2. Por lo tanto la fraccion es %

b)

Solucién: El esquema muestra un conjunto (unidad) dividido en cuatro secciones iguales y dos
de ellas estan seleccionadas, es decir tenemos que el numerador es dos y el denominador es

cuatro. Por lo tanto la fraccién es %.

;Se te ocurre otra forma de expresar la fraccién? ;Existe una fraccién equivalente a la que
encontramos?

c)

Solucién: El esquema muestra dos unidades, cada una dividida en seis secciones iguales y ocho
de ellas estédn seleccionadas, por lo tanto tenemos que el numerador es ocho y el denominador

es seis. Por lo tanto la fraccion es %.

i.Se te ocurre otra forma de expresar esta fraccion? jExiste una fraccién equivalente a la que
encontramos?
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a)

Solucién: En la unidad que se muestra jcuantos trapecios existen? ;Cuédntos de ellos estan
iluminados? Por lo tanto la fraccién es %.
Ahora, representemos esquematicamente cada una de las siguientes fracciones:
9
e) 3

Solucion: Se requieren unidades divididas en tercios y de estas secciones se requieren 9

1
f) =
Solucion: ;Cuantas divisiones en cada unidad se necesitan? ;De cada seccion, cuantas seleccio-

namos?

17

2 1%

Solucién: ;Cuantas divisiones en cada unidad se necesitan? ;De cada seccién, cudntas seleccio-
namos?

Observa los resultados de los incisos a, b, d y f, en todos ellos el numerador es menor que el
denominador esto es, la fraccién representa una cantidad MENOR a la unidad, a ese tipo de
fracciones se les conoce como fracciones propias.

Ahora observa los resultados de los incisos ¢, e y g, en todos ellos el numerador es mayor que
el denominador esto es, la fraccién representa una cantidad MAYOR a la unidad, a ese tipo de
fracciones se les conoce como fracciones impropias.

3.2. Fracciones equivalentes

. Recuerdas los ejercicios b y ¢ de la secciéon anterior? Podemos encontrar dos fracciones equiva-
lentes, es decir que al localizarlas en una recta numeérica se representan exactamente en el mis-
mo lugar (ver seccién 1.1. Relaciones de orden), la pregunta ahora es jcémo encontrar fraccio-
nes equivalentes? O jcomo determinar si dos o més fracciones son equivalentes?
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Si en una fraccién multiplicamos o dividimos por un mismo ntmero, diferente de cero, tanto el
numerador como el denominador, obtenemos una fraccién equivalente, por ejemplo:

2x3 6 ¢
= — entonces
Tx3 21
% es una fraccién equivalente a 7 por lo tanto, ﬁ = %
De forma similar, si
40 + 10 4 ¢
————— = — enton
120+ 10 12 OB
ﬁ es una fraccién equivalente a 120 por lo tanto, % = 14200.

Se dice que 261 es una fraccion ampliada de 2 = porque en la prlmera tanto el numerador como el
denominador son multiplos del numerador y denomlnador de

Similarmente, decimos que ﬁ es una fraccion reducida de m porque en la prlmera tanto el

numerador como el denominador son submiltiplos del numerador y denominador de - 120

Siempre es recomendable encontrar la fraccion equivalente jjmas simple!!, es decir, la fraccién
reducida.

Para los siguientes casos relaciona las fracciones equivalentes de la primera columna con su
equivalente en la segunda columna, como se muestra en el ejemplo.

| &0

10
14

—
[

Ll | =
—
)

—1 | L
—1 | L

—
Ln
|

[
—

Hasta ahora hemos visto ejemplos de fracciones en donde numerador y denominador son positivos
icémo interpretamos una fraccién cuando alguno de sus elementos es negativo? Veamos:

-1

esto significa que
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son fracciones equivalentes.

., Qué sucede si tanto el numerador como el denominador son negativos?

~12 12

7 7

iCierto! La fraccién equivalente es positiva.

3.3. Suma y resta de fracciones

Imaginemos un reproductor de canciones y videos en formato comprimido y que % de su ca-

pacidad ya estan ocupados. Deseas cargar un video que ocuparia % parte de la capacidad to-
tal del reproductor. Deseas saber si sera necesario borrar algunos archivos o si te sobrara espa-

cio jqué harias?

Primero tendremos que saber cudnto espacio en total se ocupa al agregar el video, para eso
tenemos que sumar las dos fracciones:

| w
| =

_|_

Observamos que los denominadores. . . json iguales!

Este es el caso mas sencillo de suma o resta de fracciones, la unidad esta dividida en séptimos
y basta sumar los numeradores de cada una de ellas.

+

4
7

| w
~| =

Regresando al problema original, al grabar el video se ocupara % de la capacidad del reproductor.

iSe llenara el reproductor?

Eso significa g}% = 17 o ;le faltard espacio?, es decir g)% > 1?7 (ver seccién 1.1 Relaciones de

orden)
iClaro que no!, entonces ;cudnto espacio le sobra al reproductor?

Restemos a la capacidad total, la capacidad ocupada:

12
7

Ahora tenemos dos cantidades que no tienen el mismo denominador, por lo que debemos sustituir
ambas fracciones por fracciones equivalentes que tengan el mismo denominador para regresar al
caso mas sencillo de suma y resta de fracciones.

4 3
1——: — = —
7 7

TN
NI
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A nuestro reproductor le sobran % de su capacidad para que grabes mas musica y video.

Resolvamos el siguiente ejercicio de suma y resta de fracciones:

_l’_

N W
ot =
B~ w

Solucién: Busquemos un denominador comin a las tres fracciones, puede ser 2 x 5 x 4 = 40,
convirtamos a fracciones equivalentes con este denominador:

3x20 60 1x8 8 3x10 30
2x20 40 5x8 40 4%x10 40

Reescribiendo la operacién de fracciones:

60 & 30 82

10 10 710 40

Ahora sélo falta encontrar una fraccién equivalente reducida:

82 41
40 20

3.4. Producto y divisiéon de fracciones

Comencemos con el siguiente ejemplo:

En el informe mas reciente de la Organizacién Mundial de la Salud se encuentra la siguiente ase-
veracion “dos de cada diez adultos mayores a 60 anos sufren algin padecimiento cardiovascu-
lar” un poco maés adelante se afirma “las tres cuartas partes de ellos requeriran del internamien-
to en hospitales de alta especialidad”, entonces jqué fracciéon de la poblacién de adultos mayo-
res a 60 afios requeriran hospitalizacién?

., Cémo podemos responder a esta pregunta?

Si planteamos 1% como la cantidad que necesitamos dividir en cuartos y luego tomamos tres
secciones, la operacién queda descrita como:

Reescribiendo la operacion:

<2)X<3>_2x3__6__3

10 4)  10x4 40 20

Esto quiere decir que tres de cada veinte adultos mayores a 60 afios utilizardn los servicios de
hospitalizacion.
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Como puedes ver en el ejemplo anterior, el producto de fracciones se realiza calculando el pro-
ducto de numeradores y dividiendo entre el producto de denominadores, es decir:

ORGET

Resolvamos algunos ejercicios:

L (2)* ()

Solucion:
(3>X(1>_3x1_ 3 1
2 6/ 2x6 12 4
4 3 . 22 3
2. =) x| —=] equivalentea: [— | x|—=
5 8 5 23

Solucién:

Observa que hay una fraccion con signo negativo y realizaremos un producto por lo que de-
bes recordar la regla de los signos en el producto (ver 1.2 Jerarquia de operaciones)

6)<(8)-"oxw -

Nota que el signo negativo puede asociarse al numerador, o

<4> ( 3) (4) x (3) 12 3
— X _— = = = ——
5 8 (5) x (—=8) —40 10
puede asociarse al denominador pero NUNCA A AMBOS.

Esta solucién equivale a:
(2)*(=3) _ -3 3

G)2?  G)2) 10

3. Segun los mas recientes reportes del INEGI y el Banco de México, la poblacién mexicana
asciende a 120 millones de personas y % del Producto Interno Bruto (PIB) se acumulan
en 1—10 de la poblacion. Si el PIB fue de 15 billones de pesos jcuanto acumula cada una de
estas personas?

Veamos la operacién con las fracciones, necesitamos DIVIDIR % del PIB entre % de la po-
blacién

4PIB (4)(10)PIB 40PIB PIB

%Poblacién ~ (5)(1)Poblacién ~ 5Poblacién  Poblacién
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Si ahora sustituimos los datos del PIB y Poblacion, tendremos:

PIB _8X (15 x 1012pesos) ~ 120 10126 pesos 1% 106 pesos
Poblacién 120 x 106personas 120 persona, persona

Es decir en el ( ) de la poblacién, se acumula por persona $1,000,000.00

LA cudntas personas equivale el ( ) de la poblacion?

1 1
1—0P0blacién = 1—0(120 X 106personas) = 120 x 10 'personas = 12 x 10%personas

Si, lo lees bien: 12 millones de personas.

Como puedes ver en el ejemplo anterior, la division de fracciones se realiza calculando el
producto de medios y dividiendo por el producto de extremos de una razén de fracciones
(la famosa ley del sandwich), tal como se ilustra a continuacion:

axd
bxec

Ql ol e

Ejercicios resueltos

(- )- 282

Cuando divides por una fraccién menor a la unidad (%), .el resultado serda mayor al dividendo (%) ?

3 4 (3) 3) 9 9 3
P B I — —>_-7 ;P 67
<7> <3> () % (4) 28 bgg 77t Lroraue
(2)(l)- B
“\5/) " \8 (5) (4) 20
24 244 6
Observa que podemos obtener una fracciéon equivalente mas simple 0 -920=4"5

JENIRCITE S

Ejercicios propuestos:

(22
o ()
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

CAPITULO 3. Operaciones con fracciones

4

4
. Es equivalente [<§> + (—2)} +5 a <—> +[(=2) = 5]? Justifica tu respuesta.

9

(&) ()G

a. 2

b 3b

2

5

3

—1

T4
3X9

1 4
T
1t3 2
3 2
66_1§Xg
1tof O

El impuesto al valor agregado (IVA) de un producto, equivale a % de su precio final. Si
en la tienda departamental el producto A tiene un precio de $150 y el producto B, que
tiene un precio original de $175, estd en promocién y tiene un 20 % de descuento ;Por
cuél de los productos A o B, el consumidor pagard menos? (si tienes dificultad, consulta
la seccién 4.3).

Hacienda me retuvo el ano pasado % de % de mi ingreso ;Qué fraccién de mi ingreso total
pagué de impuestos?

A una prenda le reducen en % su precio y después a este precio reducido le aumentan 2%,
finalmente ;A cuantos vigésimos del precio original qued?

Una mezcla para pastel lleva la mitad de un cuarto de taza de harina de trigo. Si una taza
tiene una capacidad de % kg de harina ;Cuéantos gramos de harina lleva este pastel?

Sélo % de los 20 asistentes a una pinata recibié cada uno % de las naranjas ;Qué fraccion
del total de naranjas se repartio?
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Razones y proporciones

4.1. Relacion directamente proporcional

En la secundaria se ensena a resolver problemas que involucran una relaciéon de proporciéon
directa, como la senalada a continuacion:

Un pintor termina de pintar una barda de cierta dimensién en 3 dias. ; Cuanto tiempo
tardara en pintar 5 bardas equivalentes? ;Cuéantos pintores que trabajen a un ritmo
similar se requieren para pintar 126 bardas iguales en 6 dias?

Vamos a recordar las caracteristicas de una relaciéon directamente proporcional y para ello co-
menzaremos haciendo unas graficas.

En las recetas de cocina es muy comin encontrar las cantidades de los ingredientes dadas en
unidades de volumen; por ejemplo: 2 tazas de harina, media taza de aceite, 3 tazas de agua. Esto
es porque es mas comun (y econdémico) tener en la cocina una taza de medir (volumen) que una
balanza para medir masa. Comencemos entonces nuestro trabajo con una sustancia muy comun
y muy utilizada en la cocina: mantequilla.

En la mayoria de las recetas de la abuela, la cantidad de mantequilla aparece en gramos. ;Como
puedo convertir estas cantidades a tazas de harina? Muy facil, busco en internet y me encuentro
con esta tabla:

Observamos lo que es evidente: a mayor masa, mayor volumen. Con los datos de la Tabla 4.1
queda resuelto mi problema en la cocina, pero continuemos con el trabajo de analizar la relacién
entre estas dos variables: masa de mantequilla ( m) y su volumen (V).

Tracemos la grafica de V' vs m para la mantequilla:

Lo primero que observamos es que la grafica de la Figura 4.1 resulta en una linea recta. Esa
es la primera caracteristica de la grafica de una relaciéon directamente proporcional entre dos
variables, en este caso, masa y volumen.
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Tabla 4.1. Conversién entre tazas y masa de mantequilla

Masa (g) | Volumen (tazas)
50 1/1
100 1/2
150 3/4
200 1
300 1.5
400 2
500 2.5
600 3
41V (tazas)
3 4
2 4
1 4
0 m(g)
0 100 200 300 400 500 600 700

Figura 4.1: Grafica de V' vs m para la mantequilla.

Aunque en la Tabla 4.1 cero gramos no es un dato podemos decir, sin error alguno, que a cero
gramos de mantequilla corresponde un volumen de 0 tazas. Extrapolemos' la gréifica hacia ese
punto (el origen de ambos ejes).

Observamos ahora la sequnda caracteristica de la grafica de una relacién directamente propor-
cional: parte del origen (0,0), en este caso 0 gramos de mantequilla, 0 tazas. Otra forma de de-
cir esto es que la ordenada al origen” de esta recta vale 0. Escribamos la ecuacién de la recta di-
bujada en la Figura 4.1:

V=mm+0 o bien V=mm (4.1)

en donde m es la pendiente, que es el otro parametro importante de una linea recta V= m m+0.
Ojo: identifica claramente la m de pendiente y la m de masa.

La ecuacién 4.1 es la relacién funcional entre el volumen y la masa (de la mantequilla), inde-
pendientemente de las unidades utilizadas para expresar al volumen y a la masa. Debemos sub-
rayar que el valor de la ordenada al origen (0,0) no depende de las unidades que usemos pa-
ra el volumen o la masa; esto es para cero gramos, (toneladas, kg, nanogramos, libras) de man-
tequilla, tendremos cero tazas (m3, litros, ml, onzas. .. ).

La extrapolacién es el proceso de estimar el valor de una funcién o cantidad que se encuentra fuera de un
intervalo conocido a través de los valores que si se conocen.
2La ordenada al origen es el punto (0, b). También hay una abscisa al origen, el punto (a,0)
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41V (tazas)

3

o

1

oL mg
0 100 200 300 400 500 600 700

Figura 4.2: Grafica de V' vs m extrapolada al origen.

Un comentario aparte: fijate que una vez teniendo la grafica o la ecuacién, podemos conver-
tir cualquier cantidad de mantequilla entre gramos y tazas, no sélo los datos de la tabla, sino cual-
quiera otro valor, por ejemplo j A cudntos gramos equivalen 1.3 tazas? o ;A cudntas tazas equiva-
len

380 g?

Regresemos a la ecuacion 4.1. jRecuerdas como obtener el valor de la pendiente de una recta?
Aqui se muestra. Calculemos la pendiente de la recta en la Figura 4.1.

=y V=W
m —=

T2 — X1 ma — 1y

Consideremos dos puntos de la recta, por ejemplo (600,3) y (0,0)

3—0 3 tazas

= —50x10"
m= s = 5.0 x 10

Este es el valor de la pendiente para la recta de la figura 4.1. jQué unidades tan inusuales!
tazas/g. Regresaremos a este punto mas adelante.

Podemos ahora escribir la relaciéon funcional entre el volumen de la mantequilla, expresado en
tazas, y su masa, expresada en gramos: V = 0.005 m + 0, o bien

V =0.005 m (4.2)

La ecuacién 4.2 es la relacién funcional entre el volumen y la masa de la mantequilla, siempre y
cuando el volumen esté expresado en tazas y la masa en gramos. Esto es asi porque la pendiente
de la recta no es un ntmero adimensional®. Tanto la ecuacién 4.1 como la ecuacién 4.2 nos
dicen que entre el volumen y la masa existe una relacién directamente proporcional. Esto es, el
volumen crece proporcionalmente con la masa de la mantequilla: si se coloca el doble de la masa,
el volumen serd el doble. Si disminuyo la masa a la mitad, el volumen disminuye a la mitad de
su valor. Comprueba esto con los valores de la Tabla 4.1

3 Adimensional se refiere a una magnitud que carece de una magnitud fisica asociada (longitud, masa, etc.)
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|4

Asi, podemos escribir que - = m = constante.

Siempre que dos variables guarden una relacién directamente proporcional, podremos escribir
que

% =k (4.3)

en donde y y x son las variables y k£ es una constante, llamada constante de proporcionalidad
entre x y y. La constante de proporcionalidad es la pendiente de la recta que resulta al graficar
Y VS .

La ecuacion 4.3 (la 4.1 y 4.2, también) nos brinda la base para formalizar la tan popular “regla
de tres”:

Yo _ Y _Y

I X9 ZT; :Ej

o bien

Asi, si desconozco y; puedo despejarla de la regla de tres (ecuacién 4.4) como:

_ Yixy
j —xi

Entonces, si conozco la pendiente (constante de proporcionalidad) requiero sélo del valor de x;
para calcular y;; si no tengo el valor de la pendiente, requiero dos valores de x(z; y x;) y un
valor de y(y;) para calcular el valor de y;; fijate que tanto (x;, y;) como (x5, y;) deben ser puntos
sobre la recta de la ecuacién 4.2.

Utilicemos los nombres matematicos para los conceptos que hemos trabajado: el concepto repre-
sentado por la ecuacion 4.3 es una razon y el concepto representado por la ecuacién 4.4 es una pro-
porcion. Hemos estado trabajando con razones (% = k) y proporciones (g—: = z—;)
La razén entre el volumen de mantequilla (en tazas) y la masa de mantequilla (en gramos) es
0.005. Otra forma de expresar esto es 0.005 : 1 [tazas:gramos| o bien, 1 : 200 [tazas:gramos].

Cabe una aclaracion. En algunos libros de matematicas encontraras la definicién de razén como
la comparaciéon de dos magnitudes similares. Esto implica que la razén entre a y b debe ser
adimensional, por ejemplo: el largo de un rectangulo es dos veces su ancho, o 3 tazas de harina
por una taza de mantequilla. Aqui, usaremos un concepto mas amplio de razon: la comparacién
de dos magnitudes (tengan o no, las mismas unidades)®.

Practiquemos un poco.

4La magnitud es cualquier propiedad que se puede medir, por ejemplo, longitud, masa y tiempo. Las unidades
en cambio son cantidades basadas en un patrén estandarizado. Por ejemplo, para la longitud se pueden usar las
unidades de metros o pies.
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1. Calculemos la razén entre el volumen y la masa de mantequilla, cuando el volumen esta
expresado en cm?, sabiendo que esa proporcién es 0.5 tazas/g. Nos basta con saber cuantos
cm?® equivalen a una taza. Aqui hay que tener cuidado con la procedencia de la taza de
medir. En México, una taza medidora equivale exactamente a 240 cm? (en paises con el
sistema inglés de unidades, 1 taza equivale a 4 onzas (1 onza ~ 28.34 g). Entonces:

tazas cm? cm?

X 240 =1.20—. (4.5)
tazas g

0.005

Podemos reescribir la ecuacién 4.5 para que quede expresada en unidades méas usuales del
volumen:

V = 1.2 x m cuando el volumen estd expresado en cm?® y la masa estd expresada en
g. Expresa la razén [cm®:gramos| para la mantequilla ; expresa esta
misma razén en nimeros enteros

2. La receta de panqué de la mama de Nancy, dice que deben usarse 2% tazas de harina, 4
huevos, 1 taza de aztucar, 1% de taza de mantequilla y % de taza de jugo de naranja. Con
estas cantidades se pueden preparar 20 panquecitos individuales.

a) Si vamos a preparar 30 panquecitos, ;qué cantidades de ingredientes debemos utilizar?

Si calculamos la razén que existe entre 30 y 20 panquecitos, podemos utilizarla para calcular
la cantidad adecuada de todos los ingredientes de la receta:

30

— =1 4.
55 = 19 (4.6)

Traduciendo al espafiol esta operacion: la cantidad de panquecitos que vamos a preparar
es 1.5 veces la cantidad de panquecitos que produce la receta original.

Ya que tenemos esta razén, podemos aplicarla a todos los ingredientes de la receta:
2.5 x 1.5 = 3.75 tazas de harina; 4 x 1.5 = 6 huevos; 1 x 1.5 = 1.5 tazas de azicar; etc.

b) ;Se puede resolver a la pregunta del inciso a) de otra forma? Qué tal si usamos una
regla de tres:

2.5 tazas de harina = 20 panqués

x tazas de harina = 30 panqués
2.5 x30

20
4 huevos = 20 panqués

T = 3.75 tazas de harina

y huevos = 30 panqués
4 x30

Yy = 50 = 6 huevos c¢) ;Qué procedimiento encuentras mas simple? ;Por qué?

3. Consideremos el problema del inicio del capitulo: Un pintor termina de pintar una barda
de cierta dimensién en 3 dias. a) ;Cuédnto tiempo tardard en pintar 5 bardas equivalentes?
b) {Cuéntos pintores que trabajen a un ritmo similar se requieren para pintar 126 bardas
iguales en 6 dias?
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Aqui tenemos la proporcién que vamos a usar para responder al inciso a):
1 barda 5 bardas

3dias  x dias
5x3 dias x bardas
entonces: —— = ~bardes 15 dias ;Qué suposicién estamos haciendo para
ardas
calcular de esta forma el tiempo en que el trabajador pintard las 5 bardas? Estamos
1 barda 1 barda

es una razon.

considerando que es en efecto una constante, es decir,

3 dias 3 dias
Escribe ahora la razén que debes usar para responder al inciso b):

y la proporcién: ,, Qué suposiciones hiciste para

establecer la razon anterior?

. Un lingote de oro de 1000.00 g ocupa un volumen de 53.703 cm?. El Banco de la Ilusién

debe transportar 350 lingotes de oro periédicamente. El banco estd pensando en comprar
un vehiculo para llevar a cabo esta tarea ;Cuél es la capacidad minima, en kg y en m?,

que debe tener el vehiculo?

Establezcamos primero las razones que vamos a usar:
1000 : 53.73 [lingote:masa en gramos:volumen en cm?]°
por tanto 350 : 350,000 : 18796.05 [lingote:masa en gramos:volumen en cm?]

Resta ahora hacer las conversiones de unidades para expresar la masa en kg y el volumen

en m>:
1 kg:1000 g como =z kg:350,000;
1k 1000 1 x 350,000
g & p= 220 350 kg
x 350,000 g 1000
Para convertir cm?® en m? recordemos que:

1 x 10%cm : Im
(1 x 10%)(1 x 10*)em? : 1m? 1 x 10%cm? : 1m?
(1 x10%)(1 x 10%)(1 x 10*)em? : Im® 1 x 10%cm3 : 1m?

Por tanto el volumen que ocupan los 350 lingotes es

18796.05
= Tx106 -~ 1.88 x 1072m?® Podriamos decir que ya terminamos; la capacidad de

carga del vehiculo debe ser de 350 kg y 1.88 x 1072m?. Pero se nos estaria olvidando
algo. .. jconductor y guardias?

Ejercicios propuestos:

1.

2.

Para hacer una buena mezcla de cemento y arena, el albanil usa la razén 3:1 ; Qué significa
esta frase? Tu respuesta debe ser general.

Expresa en forma de razoén:

5

x :y los (i) expresan la razén de z y y
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) 15 palabras cada 30 segundos.
) 3 kilémetros cada 2 horas.

c¢) 85 dias de cada 100.
)

En 1999 habia 350 millones de personas, de 6 mil millones, infectadas con hepatitis
B.

) 15 de cada 1,000 habitantes de Banana Republic cursa estudios universitarios.
) A un médico le corresponde atender a 1846 habitantes.
) Un tanque recorre 1 km por cada 8 litros de gasolina.
) Un auto recorre 10 km por cada litro de gasolina.
) En Elbuenpais hay 0.5 % de analfabetos.
j) En Elmalpais el 78 % son analfabetos.
) 16 % de IVA.
) Un gramo de oro ocupa un volumen de 5.4 x 1072 cm?.
) 5 gramos de azicar por 100 g de agua.
)

2 moléculas de hidrégeno reaccionan con una de oxigeno.
3. Escribe la proporcién que te permita dar respuesta a cada problema:

a) En un curso los varones estdn en razén de 2:3 con respecto a las damas. Si hay 18
damas. ;Cuéntos varones hay?

b) Rosa y Juan tienen dinero en la razén de 4:3. Si Rosa tiene $ 400 ;Cudnto dinero
tiene Juan?

¢) La edad de un padre con su hijo estd en razén de 5:2. Si el hijo tiene 15 anos ;Qué
edad tiene el padre?

d) En un rectangulo, el largo y el ancho estdn en la razén de 4:7. Si el largo mide 8 cm
;,Cuanto mide el ancho?

e) En el suero fisiolégico la sal y el agua estan en razén de 9:1000 ( gramos:litros). Si
quieres preparar medio litro de suero ;Cuantos gramos de sal debes usar?

f) La masa de oro y su volumen (en gramos la primera y cm® la segunda) estdn en razén
de 1852 : 10. ;Qué volumen ocupan 100 g de oro?

4. Resuelve los siguientes problemas de proporcionalidad directa:

a) Siete obreros cavan una zanja de 10 m en dos horas. ;Cudntos metros cavaran 42
obreros en el mismo tiempo?

b) 2.5 m. de tela cuestan $899 ;Cuénto cuestan 3 m?

c)

d)

e) Dos personas deben reunir $400,000 para un negocio y, como son muy amigas, quieren
que el aporte de cada una sea proporcional a sus ingresos. Una de ellas, llamada

Martha, gana mensualmente $ 30,000, la otra, llamada Juan, gana $20,000 por mes.
;,Cuanto debe aportar cada uno?

4 kilos de azucar cuestan $100 ; Cuédntos kilos puedo comprar con $707

Un auto recorre 270 Km en 3 horas ;Cuanto tiempo demoraréd en recorrer 500 km?
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f) Tres hermanas deben reunir $56,000 entre las tres para la manutencién de su casa
aportando proporcionalmente a los ingresos de cada una. Karla gana mensualmente
$25,000, Katia gana $20,000 y Sofia gana $35,000 ; Cudnto debe aportar cada una de
ellas al fondo comin para que su aporte sea proporcional a su sueldo?

5. Establece si la relaciéon entre las variables es o no directamente proporcional.

a) T es la temperatura y V es el volumen de una sustancia gaseosa

T(°C) | V(L)
100 | 31.021
125 33.103
150 | 35.184
175 37.265
200 | 39.345
225 | 41.425
250 | 43.503

b) T es la temperatura y V es el volumen de una sustancia gaseosa

T | V(D
398.15 33.103
423.15 35.184
448.15 37.265
17315 | 39.345
498.15 41.425
52315 | 43.505

¢) h es altura sobre el nivel del mar y ¢ es tiempo

h (pies) | t (min)
5,000 7
10,000 14
14,286 20
17857 25
20,000 28
25,000 35

Division de Ciencias Bdsicas e Ingenieria | 53



Algebra y representacion grdfica

d) crecimiento de bacterias (No. de colonias) con el tiempo

t (min) | No. de colonias
15 2
30 4
45 8
60 16
75 32
90 64
105 128

4.2. Relaciéon inversamente proporcional

Hemos establecido que, en una relaciéon directamente proporcional entre dos variables, si una au-
menta la otra lo hace proporcionalmente; si una variable disminuye, la otra disminuira propor-
cionalmente.

FEn la relacion inversamente proporcional, sucede lo contrario: si una variable aumenta, la otra
disminuye proporcionalmente. Representemos esto en lenguaje algebraico:

xy =k (4.7)

Observa que si k es, en efecto, un valor constante; cuando una variable aumenta, la otra debe
disminuir proporcionalmente, es decir y = % Es importante mencionar que la funcién expresada
por la ecuacién 4.7, no estd definida para x = 0. Si despejamos ¥, como lo hicimos anteriormente,
escribimos la ecuaciéon como

v=k(5) (4.8)

y comparamos la ecuacién 4.8 con la ecuacién de una recta con ordenada al origen 0, se tiene
que k es la pendiente de la relaciéon de y con el inverso de x. Recordando lo que dijimos sobre
la variaciéon proporcional directa, podemos decir también que y es directamente proporcional al
inverso de .

De la ecuacién 4.7, podemos escribir
Ty1 = k = Toy2 = xiyi = T;Y; (4.9)

La ecuacion 4.9 nos brinda la base para la “regla de tres inversa” que podemos usar siempre que
la relacién entre x y y sea inversamente proporcional.

Un ejemplo tipico en donde se aplica una relacién de este tipo es algo como: una persona pinta
una barda en tres dias, ;Cudntas personas se requieren para pintar la barda en medio dia?

Expresemos la ecuacién que nos ayuda a contestar a la pregunta:
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Sea y el tiempo en dias y = el niimero de personas
TiYi = XTj5Yj
1 persona (3 dias) = x personas (0.5 dias)

1 persona x 3 dias
B 0.5 dias

= 6 personas

Veamos ahora cémo son las gréaficas que resultan de una relacién inversamente proporcional. La
Tabla 4.2 contiene los datos de velocidad (promedio) de un auto y el tiempo de recorrido para
una distancia constante, por ejemplo la distancia que se recorre al ir del DF a Cuernavaca por
la autopista:

Tabla 4.2.
t (h) v (kmh™1)
1.875 40
1.667 45
1.5 50
1.250 60
1.000 75
0.882 85
0.833 90
0.750 100
0.682 110

La gréafica correspondiente es la figura 4.3.
v(kmh!)

125
100
75
50

t(h)
-02 1002040608 1 1214 16 18 2 22

Figura 4.3: Velocidad promedio y tiempo de recorrido para una distancia de 75 km.

La curva que observamos en la figura 4.3 es el aspecto general que presenta la grafica entre dos
variables que guardan una relacién inversamente proporcional.

Al ver una grafica como la de la figura 4.3 no es posible decidir, sin méas elementos, si la relacién
entre las dos variables es inversamente proporcional.

Existen varios tipos de relaciones o funciones matematicas que presentan un comportamiento
grafico similar, pero observa la tabla 4.3. La tltima columna corresponde al producto entre las
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Tabla 4.3.
t/h v/kmh=! | txv/km
1.875 40 75
1.667 45 75
1.5 50 (0]
1.250 60 75
1.000 75 75
0.882 85 75
0.833 90 (0]
0.750 100 75
0.682 110 75

dos variables. Claro, ese producto debe ser una constante. En este caso el producto es igual a
75 km, que no es otra cosa més que la distancia recorrida para todos los puntos (¢,v). Traza la
grafica del producto t x v versus ¢ y analiza la curva correspondiente.

Otra forma de reconocer una relacion indirectamente proporcional, graficamente, es trazar la
grafica de 'y’ vs el inverso de ’z’, y vs 27!

v(kmh)

125
100
75

50

t ()~
02 002040608 1 12 14 16 18 2 22

Figura 4.4: velocidad wversus el inverso del tiempo

Observaras que la grafica de la velocidad versus el inverso del tiempo es una linea recta que parte
del origen (0,0). Esta es una caracteristica de todas las relaciones inversamente proporcionales.

Practiquemos la variacién proporcional inversa.

1. Un obrero cose 8 camisas en 6 horas. ;Cudntas horas tardaran 5 obreros en coser las
mismas 8 camisas? Es légico pensar que méas obreros tardaran menos tiempo en hacer el
mismo trabajo. Entonces este ejercicio es un ejemplo de variacién proporcional inversa.
Claro, debemos hacer un supuesto: todos los obreros trabajan al mismo ritmo.

1 obrero x 6 horas = 5 obreros Xz horas

1 obrero x 6 horas
xTr =

=12h
5 obreros oras

2. La corriente eléctrica y la resistencia son inversamente proporcionales, si el voltaje es cons-
tante. Para un cierto LED azul, la intensidad de la corriente es 20 mA con una resisten-
cia de 500 2. Calcula la corriente del LED si la resistencia sube a 666 Q0 (€2 es el simbo-
lo de la unidad ohm, y mA son miliamperes)
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500 © x 20 mA = 666 © x z mA

500 2 x 20 mA

— 15 mA
666 O b

3. Cinco obreros trabajando 6 horas diarias construyen un muro en 2 dias. ;Cuanto tardaran
4 obreros trabajando 7 horas diarias? Este ejercicio se resuelve con una regla de tres inversa
ya que a menos obreros mas dias y a mas horas menos dias:

5 obreros x 6 h x 2 dias = 4 obreros x 7 h x x dias

_ 5 obreros x 6 h x 2 dias

v 4 obreros X 7 h = 2.14 dias

4. La densidad de un objeto es inversamente proporcional al cubo de un paradmetro r. La
constante de proporcionalidad es 47”. Traduce a lenguaje algebraico.
Sea D la densidad del objeto y r el parametro:
41

D—g’ﬂ'r—g

Ejercicios propuestos:

6. Resuelve los siguientes problemas de proporcionalidad inversa:

a) El piso de una pieza tenia 30 tablas de 5 pulgadas de ancho. Al renovarlo se colocaron
tablas de 2 pulgadas de ancho. ;Cuédntas tablas se ocuparon?

b) Un auto demora 3 horas de Cuernavaca a Acapulco a una velocidad de 90 km/h. Para
que se demore 2 horas ;A qué velocidad debe ir?

c) Para un gas poco denso y a temperatura constante, la densidad es inversamente
proporcional al volumen. Si la densidad de un gas es 1.6133 x 1072 mol-L~! a un
volumen de 61.985 L, ;Cuél serd la densidad si el volumen disminuye, a temperatura
constante, a 30.998 L?

d) Un depo6sito de 500 litros de capacidad se llena en 12 horas a razén de 5 litros por
segundo. ;Cuéanto tiempo tardaria en llenarse el mismo depdésito a razén de 3 litros
por segundo?

e) En un gas poco denso, la presién y el volumen son inversamente proporcionales. Si
inicialmente el gas ocupa un volumen de 22.4 L a una presién de 1 atm, ;Qué volumen
ocupard el gas si la presién se eleva a 3 atm?

f) El papa de Marcelo ofreci6 llevar las bebidas para el paseo al que asistiran 12 personas.
Llevé 9 botellas pensando que cada persona tomaria tres vasos de bebida y que de cada
botella salen 4 vasos. Si en el dltimo momento deciden ir 6 personas mas ;Cudntos
vasos de bebida podria tomar cada persona?

g) La fuerza de atraccién entre dos cargas guarda una relacién inversamente proporcional
con el cuadrado de la distancia que las separa. Si para dos cargas dadas separadas
por una distancia de 0.03 m la fuerza es de 120 N, ;Cual sera la fuerza de atracciéon
entre las dos particulas cuando estan a 0.01 m de distancia entre ellas?
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h) Dos autos recorren exactamente el mismo camino para ir de Xochimilco a Cuernavaca.
El primer conductor se tardé una hora y media en llegar, yendo a una velocidad de 70
km/h. El segundo conductor manejé a 100 km/h. ;Cudnto tiempo se tardé en llegar?
Escribe tus supuestos, si es que los haces.

7. Laley de Boyle es una de las leyes de los gases ideales y relaciona al volumen con la presién
de una cierta cantidad de gas que se mantiene a temperatura constante. Esta ley establece
que el volumen (V) es inversamente proporcional a la presién (P). Con esta informacién
contesta los siguientes incisos:

a) Escribe la ley de Boyle en una expresion matematica similar a la ecuacién 4.7 para
la presiéon y el volumen del gas.

b) Bosqueja la grafica de P en funcién de V. (No olvides etiquetar los ejes y escribe unas
unidades adecuadas para cada variable).

¢) De acuerdo a las unidades que elegiste en el inciso b ;jqué unidades tiene la constante
k en la expresién que escribiste en el inciso a?

d) Se tienen 3.7 L de un gas a 3.1 atm, si se comprime el gas hasta que el volumen sea
de 1.2 L: jLa nueva presién serd menor o mayor a 3.1 atm? Calcula el nuevo valor de
la presién y comparalo con tu prediccién.

4.3. Porcentaje

Cuando decimos, por ejemplo, uno de cada cuatro alumnos en la Division de CBI es mujer,
estamos hablando de una proporciéon que relaciona el niimero de mujeres con el niimero total de
alumnos. Esta proporcién se puede escribir como:

Ntmero de mujeres 1

Ntmero total de alumnos 4

La proporcién anterior es equivalente a la siguiente razén:

Ntmero de mujeres

=0.2 4.1
Numero total de alumnos 0-25 (4.10)

Esto implica una relacién directamente proporcional entre el niimero de mujeres y el niimero
total de alumnos, donde la constante de proporcionalidad es 0.25. Por medio de esta igualdad,
se puede calcular el nimero de mujeres cuando el nimero de total de alumnos es 10, 20, 50 o
100. Es decir, para cualquier nimero de alumnos:

Numero de mujeres = 0.25 x Niumero total de alumnos.

Entonces, en particular, si el nimero total de alumnos es 100, el nimero de mujeres es 25: hay
25 mujeres por cada 100 alumnos. Si multiplicamos la ecuacién 4.10 por 100 en ambos lados de
la ecuacion se obtiene,

N4 d j
tmero de mujeres .. 95 9%

Numero total de alumnos
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Aunque se haya multiplicado por 100, la proporcién directa entre el nimero de mujeres y el total
se sigue conservando. Ya habras reconocido esta expresién, es el porcentaje que se lee como “25
de cada 1007, en este caso “25 de cada 100 son alumnas”. Su representacién es el simbolo “ %”,
se escribe inmediatamente después del ntimero, sin dejar espacios y se lee “por ciento”. El1%
significa “de cada ciento” o “dividido entre 100”: el 25 % es otra forma de escribir % 0 0.25, el
4.0% serfa o5 6 0.04, el 1% 35 6 0.01.

Veamos otro ejemplo: El 19 de julio del 2009, El Economista publicé: “En la pobreza, 47.4 % de
poblaciéon en México”, quiere decir 47.4 de cada 100 6 % . En ese mismo articulo se da la cifra
del total de habitantes: el pais tiene unos 107 millones de habitantes ; Cudntos pobres hay en el
pais? Podemos escribir

N4 d b
umero de pobres 100 = 47 4%

Numero total de méxicanos

Entonces, el niimero de pobres es:

Nuamero de pobres :41%04 x Numero total de mexicanos.

Sustituyendo el nimero total de mexicanos se obtiene que 50.7 millones de mexicanos son pobres,
casi la mitad de la poblacién. Nota que en el procedimiento anterior se multiplicé 0.474 por 107
millones, es decir calculamos el 47.4% del total de mexicanos. Seguramente, algunas veces has
usado una regla de tres para calcular un porcentaje, esto se puede hacer porque el porcentaje
representa una proporcién directa entre el nimero de componentes y el total.

Un compuesto quimico siempre conserva la misma proporcién de cada elemento que lo compone.
El agua, por ejemplo, se escribe HoO porque siempre hay dos dtomos de hidrégeno (H) por cada
atomo de oxigeno (O). En masa, la composicion porcentual del agua es 11.2% de H y 88.8%
de O, si sumamos los porcentajes debe dar 100 % porque solamente hay H y O en el compuesto
agua. Esta composicién porcentual en masa, significa que de cada 100 g de agua 11.2 g son de H
y 88.8 g son de O. Sabemos que 230.0 g de un compuesto contiene 92.00 g de carbono, 15.45 g
de hidrégeno y el resto de oxigeno. ;Cudl es la composicion porcentual en masa del compuesto?

La masa total del compuesto es 230.0 g, de los cuales 92.00 son de C, entonces:

2.
masa de C 100:9 00 g

C= X
& masa total 230.0 g

x 100 = 40.0 %

De manera similar, el porcentaje de H es:

de H 15.4
masa de 100 — 545 g

7eH = masa total % 230.0 g

x 100 = 6.7 %

Finalmente el porcentaje en masa de oxigeno, es la suma de los dos anteriores menos 100, es
decir 53.3 %.

Veamos un ejemplo més: Desde el 2010, el impuesto al valor agregado (IVA) en México es del

16 %. Si una prenda de ropa cuesta $800.00 pesos antes de impuestos. ;Cudl es su precio con
IVA?
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Primero debemos obtener el 16 % de $800.00 pesos para saber cuanto se estara pagando de IVA,
recuerda que el porcentaje es la fraccién del ciento, en este caso %, esto es:

16
— x 800.00 = 128.00

100

El 16 % de 800 pesos son $128 pesos, que es lo que el cliente pagard de IVA. A los $800 pesos
que cuesta la prenda le sumamos los $128 pesos del impuesto, entonces la prenda cuesta $928
pesos con el IVA.

Ejercicios propuestos:

Si en alguno de los ejercicios debes hacer supuestos, escribelos.

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Cudnto cobre hay en 50 kg de una aleacién que contiene el 5% de cobre?

En una dieta balanceada el 50 6 60 % de las calorias totales deben provenir solamente de
carbohidratos. En una dieta de 2000° calorfas (dieta promedio) ;Cuéntas deben provenir
de los carbohidratos que se consumen?

Una familia paga $2500.00 de renta. ;Cudl es el ingreso familiar si la renta representa el
30% de éste?

Un agente recibié $5600.00 como pago de su 7% de comision en la venta de un carro usado.
JEn cuanto lo vendi6?

El precio rebajado de una computadora portétil es $4200.00; si el descuento es del 12 %
,Cual es el precio de lista?

El arroz contiene 23.3 % de carbohidratos; media taza de arroz cocinado provee 80 calorias.
;,Cuantas calorias darian un gramo de carbohidratos?

Un buen tequila contiene 40 % de alcohol por volumen o 40° GL. Si tomaste dos caballitos
de tequila de 60 ml cada uno, ;Cuantos ml de alcohol bebiste?

Médicos y cientificos generalmente estdn de acuerdo en que un hombre con mds del 25 %
de grasa corporal y una mujer con méas de 30 % de grasa corporal son obesos. Estima, en
kg, tu grasa corporal.

Una lata de refresco contiene, aproximadamente, 35 g de azicar (6-7 cucharadas). 1 g
de azucar proporciona 4 calorias por gramo. Calcula los gramos de azicar que consumes
diariamente dados los refrescos que tomes y relaciona este valor con el problema 9. ;Qué
porcentaje de las calorias que consumes provienen del azicar en el refresco?

Hoy en dia se producen 100 MTep de energia por biomasa, 15 MTep de energia por
hidroelectricidad, 2 MTep de energia geotérmica y 50 MTep de energia solar y edlica y
todo esto representa un 40 % de lo que habria que producir por medio de energias renovables
para evitar el colapso ambiental. Todo lo anterior son aproximaciones de los expertos y
toman en cuenta el estado actual de la tecnologia. ;Cuantos MTep habria que producir,
de energias renovables, para evitar el colapso ambiental en el mundo?

®En los alimentos las calorfas de las que se habla son en realidad kilocalorfas (kcal), en algunos libros se

encuentran como Cal, con una ¢ mayuscula para indicar kcal.
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18. Aunque en el pais la educacién béasica (primaria y secundaria) cada vez llega a més lugares,
muchas personas, por diversas razones, no asisten a la escuela y por tanto, algunas de ellas
no saben leer ni escribir.

15.0

113

06 B1
74
I 56
it 1% 1}

1990 2000 2010

Figura 4.5: Poblaciéon de 15 anos o mas que no sabe leer.

a) ;Cuéantas mujeres de cada 100 no saben leer hoy en dia? ;Cuantos hombres?

b) ;En qué porcentaje ha disminuido el nimero de mujeres que no saben leer de 1990 a
la fecha?

¢) En el censo 2010 se establecié que en México hay 57 millones de mujeres y 55 millones
de hombres. ; Cudntas mujeres son analfabetas? ; Cudntos hombres? ; Qué porcentaje
de la poblacién total es analfabeta?

19. La legislaciéon en México establece que si el 20% de los votos de una casilla son votos
anulados, la votacion de la casilla completa se anula. Para determinar el niimero de casillas
a instalar en todo el pais se toman como base las secciones electorales, unidades minimas
en que se divide la geografia nacional para efectos electorales. Una seccién electoral se
forma con un minimo de 50 y un maximo de 1,500 electores. La ley ordena que se instale
una casilla por cada 750 electores o fraccién correspondiente de una seccién electoral. ;Con
cuantos votos anulados se anulara la votacién de una casilla?

20. Realiza una encuesta entre tus companeros y amigos sobre algunos de los siguientes temas:
a) Temas de los que no hablan los jévenes durante su noviazgo.
b) Temas de los que no hablan los jévenes con sus padres.
¢) Razones por las que estudian los jévenes la universidad.

Trata de recolectar un nimero grande de datos (més de 50). Calcula los porcentajes de
cada categoria dependiendo de tu encuesta y presenta los resultados en una grafica de
barras y en una de pastel.
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Capitulo 5

Expresiones algebraicas

5.1. Lenguaje algebraico

El lenguaje algebraico constituye un idioma que permite expresar generalizaciones que se desa-
rrollan dentro de la aritmética, asi como relaciones generales de parametros que se obtienen en
las Ciencias Bésicas y las Ingenierias. También este lenguaje permite representar y organizar ade-
cuadamente la informacién cuantificable con el objeto de resolver problemas. Por ejemplo, pa-
ra expresar la suma de dos niumeros cualesquiera se puede escribir a + b. Los simbolos que se em-
plean en el lenguaje algebraico son las letras del abecedario, del alfabeto (o, 3,7) y los simbo-
los que se emplean en aritmética.

Notacién posicional

A continuacién se presentan dos casos de notacién posicional':
a) el sistema numérico decimal y

b) el lenguaje algebraico

a) La notacién posicional en un sistema numeérico

En el sistema numérico decimal que normalmente usamos, cada digito (ntimero) adopta un
valor diferente de acuerdo con su posicién. En un primer aspecto: a partir del punto decimal
hacia la izquierda se tiene la parte entera del ntimero y, hacia la derecha, la parte decimal del
mismo?. En otro aspecto, cada uno de los digitos adoptara un valor de acuerdo con un orden de
magnitud, que en nuestro caso se expresa en términos de “potencias” de 10. Asi tenemos que el
nimero 1 se puede expresar como 1 x 10°, el ntimero 10 como 1 x 10!, y continuando con este
orden de razonamiento: 100 = 1 x 102, 1000 = 1 x 10 y asf sucesivamente. Para los niimeros
decimales, a la derecha del punto decimal, se tiene 0.1 = 1 x 107! = 1/10; 0.5 = 5 x 107! =
5x1/10 =5/10 = 1/2.

A este tipo de notacién posicional, en términos de potencias de diez, también se le suele llamar
“notacién cientifica”. Por ejemplo: sabemos que la velocidad de la luz es de 300,000 km/s =

'Es muy posible que se hayan derivado de la escritura musical del bajo medioevo
2Se denominan nimeros decimales aquellos que poseen una parte decimal, en oposicién a los niimeros enteros
que carecen de ella.
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Las cifras decimales

Décima 1071 =0.1
Centésima 1072 = 0.01
Milésima 103 = 0.001
Millonésima, 10~% = 0.000001

Milmillonésima 10~9 = 0.000000001

300 x 10% km/s o 3 x 10° km/s y dado que 1 km = 1000 m, la velocidad de la luz es de 3 x 10®
m/s.

b) La notacién posicional en el lenguaje algebraico

Como ya mencionamos, el lenguaje algebraico es un sistema de signalizacién que permite or-
ganizar adecuadamente la informacién cuantificable, con el objeto de resolver problemas. Tam-
bién en este lenguaje aparece la notacién posicional como se vera luego.

Por ejemplo, en ocasiones tenemos interés en conocer el perimetro que encierra un rectangulo,
que representa, digamos, un campo de fatbol, la cubierta de una mesa o un campo de trigo.
i Pero qué tienen de comun los tres espacios?

Lo que tienen de comun es la forma geométrica (son rectangulos), es decir los tres son espacios
geométricos que poseen dos parejas de lados iguales y cuatro angulos rectos. Asi que en lugar de
referirnos a los valores concretos de los lados en centimetros, metros o hectémetros, expresamos
el perimetro en términos abstractos como la suma de los lados del rectangulo: P = £+ o+ 03+ 44
(ver figura 5.1). Como de antemano sabemos, ¢1 y ¢3 son iguales entre si, y para abreviar los
expresamos como 2L (lados mayores) y si hacemos lo mismo con los lados menores, tendremos
by + 0y =20 y el perimetro P = 2L + 2¢. Si en lugar de un rectangulo tuviésemos un cuadrado
entonces el perimetro serd simplemente P = 4/.

4

Z4 42

4
Figura 5.1: Rectangulo de lados ¢4, {2, U5 y £4.

En lenguaje algebraico diremos que el 2 de 2L y 2¢ o el 4 de 44, (los valores que anteceden a las
letras), son coeficientes y actiian como multiplicadores, en tanto que las letras en la expresién
algebraica se conocen como literales.

Si en lugar del perimetro quisiéramos conocer el area, sabemos que, para el rectangulo, el area
es igual al producto de su lado mayor multiplicado por su lado menor, A = (L)({) = L-¢ = L,
o para el caso de superficies cuadradas A = (£)(¢) = £ - ¢ = (2. De la expresién anterior
concluimos que el niimero que se ubica arriba y a la derecha de un término, indica cuéntas veces
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dicho término se toma como multiplicador de si mismo y se conoce como ezponente (nota: se
recomienda no usar el signo “x” de multiplicar para que no se confunda con la letra “x”).

Tanto los coeficientes como los exponentes pueden adoptar cualquier valor numérico o incluso
estar representados por alguna literal o un conjunto de ellas. Cuando se muestran organizados
para expresar relaciones de suma, resta, multiplicacién, divisién, elevacién a una potencia o
extracciéon de una raiz, el conjunto se conoce como expresion algebraica. Por ejemplo:

y+4

20)2: 2 1 12ab + 4b%; .
(3a +2b)%;  9a” + 12ab + 4b*; 2 16

Las expresiones algebraicas se componen de unidades operativas, a las que se conocen como tér-
minos, que contienen un producto de constantes y variables cuyos elementos son: signo, coefi-
ciente y parte literal. Los términos se separan entre si por signos de suma o resta y pueden con-
tener multiplicaciones o divisiones. Por ejemplo, 12ab; /a2 + b2; 4b%. Como se puede ver, los tér-
minos se forman con una parte literal y otra numérica.

En la expresion

6—b + vb? — 4ac
2a

el 6 es el coeficiente de la expresion completa y la parte literal asociada a éste es

—b+ Vb2 —4ac
2a '

Es importante destacar que el simbolo + indica dos situaciones, una suma y una resta, por lo
que el numerador (—b + Vb2 — 4ac) contiene dos expresiones en una. Por su parte el radical

indica que se debe tomar la raiz cuadrada de lo que estd colocado en su interior (b> — 4ac).
En tanto que la raya horizontal establece una operacion de division en la que 2a actia como
divisor del conjunto —b 4 v/b% — 4ac que funciona como dividendo. Es decir que en la expresién

— /b2 — . ~ .,
W, la raya horizontal senala que se trata de una fraccion.

Como puede verse, la posicion que cada término guarda en la expresion algebraica define el papel
que debe jugar en el desarrollo de dicha expresién: un coeficiente, sea numérico o literal, actiia
como multiplicador; un exponente: indica la potencia a la que se eleva el término que marca. Si
en la expresién hay una raya horizontal que separa a dos términos, se trata de una expresion
fraccionaria. Dado que las literales pueden representar nimeros, la jerarquia de operaciones es
la misma que para las expresiones aritméticas (ver secciéon 1.2 Jerarquia de Operaciones, de
Aritmética).
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5.2. Términos semejantes

Los términos semejantes son los que tienen exactamente la misma parte literal (con las mismas
letras elevadas a los mismos exponentes) y varfan sélo en el coeficiente. Algunos ejemplos son
los siguientes:

6a%b es semejante con  —8aZb
—2x es semejante con Sx
T es semejante con 3x

4xyz no es semejante con x2yz

Sélo se pueden sumar y restar términos semejantes. No se pueden sumar y restar términos que
no sean semejantes, sin embargo, se puede multiplicar y dividir todo tipo de términos. Si en una
expresion algebraica hay varios términos semejantes, éstos se pueden simplificar suméndolos o
restandolos.

5.3. Evaluacién de expresiones

Hemos dicho ya que las expresiones algebraicas tienen un significado, son una manera de plasmar
informacién cuantificable. Cada literal puede representar un pardmetro o una propiedad, asi que
puede tomar valores especificos de acuerdo con una situacién dada. Por ejemplo, la expresion
423 — 20022 + 2400z representa al volumen de una caja sin tapa que se formara de la siguiente
manera: a partir de una hoja de ldmina rectangular de 60 cm x 40 cm, cortando un cuadrado en
cada esquina y uniendo sus lados, como se muestra en la figura ??. La literal “z” en la expresion
representa la longitud (en cm) de los lados de los cuadrados cortados.

6l cm

]
|
|
Al cm I
|
|

)
] ] l

1

Figura 5.2: Esquema de una hoja de lamina rectangular para formar una caja.

Para obtener la expresién 423 — 20022 + 2400z, lo que se hace es determinar el drea de la base
de la caja que es un rectangulo de lados 60 — 2z y 40 — 2z; el drea es (60 — 2x)(40 — 2z). Luego
se multiplica esta drea por la longitud de la altura de la caja, z, es decir (60 — 2z)(40 — 2z)(x).
El resultado simplificado es la expresién 422 — 20022 4 2400z. Obviamente para lograr construir
una caja a partir de la lamina descrita es necesario que los valores de x sean menores a 20 cm.
Asi, si quisiéramos saber las dimensiones y el volumen de la caja cuando x toma el valor de
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15 cm, lo que tendriamos que hacer es evaluar las expresiones que representan sus dimensiones

[{PNe}]

y el volumen. Para ello, simplemente hay que sustituir la literal “z” por “15”, de la siguiente
manera:

Longitud del largo (en cm): 60 — 2z = 60 — 2(15) = 60 — 30 = 30 cm
Longitud del ancho (en cm): 40 — 2z = 40 — 2(15) = 40 — 30 = 10 cm
Volumen de la caja (en cm?): 423 — 20022 + 2400z = 4(15)2® — 200(15)? = 4500 cm?

Asi, la evaluacién de expresiones algebraicas consiste en sustituir literales por ntmeros para
obtener expresiones aritméticas, las cuales pueden simplificarse realizando los calculos indicados
de acuerdo con la jerarquia de operaciones.

Ejercicios resueltos:

1. El espesor de una caja de cartén es de 0.35 mm; expresa esa cantidad en metros utilizando
notacion cientifica.

Solucion

0.35 mm = 0.35 mm (m&%) — 0.00035 m = 3.5 x 104 m

2. En la expresion 8a(b + c)® sefiala el papel que juega (coeficiente, exponente, sumando,
numerador, denominador) cada una de las literales y los valores numéricos de acuerdo con
su posicién.

Solucién
El 8 es un coeficiente de a(b + ¢)3, asi como 8a lo es de (b + ¢)3. La literales b y ¢ son

sumandos. El 3 es un exponente.

3. En la siguiente tabla indica los términos semejantes del polinomio 8z2 + % — % + 1022 —
x? — 4z~ — 4272, Luego simplifica el polinomio.

Solucién

Términos Términos Términos Términos Términos

con x 2 con ! con z° con & con z?

-3 =372 | 2=-327' | Ninguno Ninguno 8x?

€T xT
10x2

—4g72 4zt —a°

Polinomio simplificado: —3z 72 —42 243z 4271 +8224+102% — 22 = 7o 22—z~ +1722

4. La ley del gas ideal describe el comportamiento de gases a bajas presiones, de acuerdo con
la expresién pV = nR1T, donde p representa la presion total; V', el volumen del gas; n, el
niimero de moles del gas; R, la constante universal de los gases (R =0.08206 L atm mol~!
K1) y T, la temperatura del gas. ;Cudl es el volumen que ocupa 1 mol de nitrégeno a 2
atm de presion y 25°C?

Soluciéon
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_ nRT
V= p

Para n = 1 mol de Ny, T = 25°C = 298 K, p = 2 atm, R =0.08206 L atm mol~t K~!:

(1 mol de N5)(0.08206 L atm mol ! K~1)(298 K)
2 atm

V= =12.23 L de Ny

Ejercicios propuestos:

1. El nimero de Avogadro expresa el niimero de particulas individuales (dtomos, iones, mo-
léculas) en un mol de cualquier sustancia y es igual a 6.022 x 1023,
a) {Coémo se escribe el nimero en la notacién comin?
b) ;En la notacién comin cuantas cifras a la derecha se correria el punto decimal?
2. De acuerdo con el calendario maya, un “katin” equivale a 52 afos, es decir 18,980 dias o

455,520 horas, o 27,331,200 minutos, o 1,639,872,000 segundos. ;Cémo se expresan estas
cifras en notacién cientifica?

3. En las expresiones siguientes senala el papel que juega (coeficiente, exponente, sumando,
numerador, denominador), de acuerdo con su posicién, cada una de las literales y los valores
numéricos:

) (a+b)?

) 3(a® + 2ab + b?)

) 6a® — 2ab + b?

) (22 + 2) = 222 + 27
) 22(2x + 2) = 42? + 4z
) 12(359)
)
)
)
)
)

a

o =

U

€

~

a+b

nm

<

ry
e=uv-t1

>=

i) f(z) =az®+bxr+c

.

k

4. Observa los polinomios mostrados a continuacién y completa las tablas correspondientes.
Luego simplifica los polinomios.

32
a) 5%+ priin 762% — 1227 — 4z — 4272
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CAPITULO 5. Expresiones algebraicas

Términos Términos Términos Términos Términos Términos
con z~2 con z 1 con z° con x con 2 con z°
Polinomio simplificado:
2 3b 2 2
b) axr® + — + 8cx® — 122* + Sax + Sac + ba,
T
donde a, b y c representan constantes
Términos Términos Términos Términos
con z 1 con z° con x con 2

Polinomio simplificado:

. Simplifica las siguientes expresiones.

a) 4(=72% — Tx — 3) — 4(52% — 2 — 3) — 5(82% — 3z — 2) + 8(—42? + 4z + 3)
b) 7(72% — 62 — 3) — 4(—222 + 4o — 2) + 4(82% + 62 + 7) — 8(5x? — 62 + 7)
) 6(52% — 4z — 3) — 6(522 + Tx + 6) + 5(32% — bz + 2) + 7(62% — 4z + 2)

. (Cudl es el valor de 22 + %w + 50 si x =67
. (Cudl es el valor de a® +2ab+b%,sia =2y b= —3?

. La equivalencia entre la escala de temperatura “Celsius” y la “Farenheit" se describe por

la siguiente férmula: Tc = (5/9)(Ty — 32), donde T¢ representa la temperatura en °C y TF,
la temperatura en °F. Si cierto dia, la temperatura reportada de la ciudad de Washington
era de 14°F, ;Cudl era la temperatura de dicha ciudad en °C?

La temperatura de un alambre incandescente de 1 m de largo se mide en puntos espaciados
cada 10 cm. Si dicha temperatura se mide en grados Celsius y la distancia en centimetros,
con respecto a uno de los extremos, se observa que la expresién T(s) = s + 100 (con
0 < s < 100) describe la variacién de la temperatura 7' con la distancia s. Determina la
temperatura cuando la distancia es 0, 10, 20, 30... y 100 cm.

En un campo se propaga un incendio en forma de circulo de tal manera que el radio de
éste aumenta a razén de 6 pies por minuto, es decir r = r¢ + 6, donde ry representa el
radio inicial (ft) y ¢, el tiempo (min).

a) Calcula el radio del incendio para valores de tiempo de 5,15,30 y 60 min y luego los
valores del area de los circulos correspondientes, para un radio inicial de 180 ft.
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b) Sir es el radio del circulo, entonces el drea correspondiente serd A = mr? = 7(rg +
6t)2 = mro+12mrot+367t2, donde A tiene unidades de ft2. Toma esta tiltima expresion
y realiza los cdlculos para t = 5,15,30 y 60 min. Compaéaralos con los obtenidos en el
inciso a).

¢) Como ya se mencioné6 para el incendio descrito, el drea cubierta puede describirse
mediante un circulo, ;Crees que existen condiciones o hechos que puedan afectar las
predicciones realizadas con las expresiones algebraicas mencionadas? ;Cudles pueden
ser?

11. Con las piezas de un tangrama (rompecabezas chino) se formé un trapecio (figura 5.3).

12cm

|8

25.5cm
Figura 5.3: Esquema del trapecio formado con las piezas de un tangrama.

a) Determina el area del trapecio (deja la expresién en términos de x).

b) Six = 8.5 cm, jcudl es el valor del drea del trapecio?
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Capitulo 6

Operaciones basicas con polinomios

Un notable matemético y filésofo del siglo XX, Alfred North Whitehead' afirmé:

Es un gran error decir que debemos pensar en lo que hacemos. Los grandes avances
se logran por aquello en lo que ya no tenemos que pensar.

Lo anterior, como todas las grandes verdades, tiene su dosis de paradoja. En efecto, nuestras
acciones (no sélo las intelectuales) son extraordinariamente complejas; si tuviéramos que pensar
dénde debemos colocar la lengua para hablar... jenmudeceriamos! Si tuviéramos que pensar
cémo mover la pluma para escribir la resolucion de una ecuacién. .. jno escribiriamos ni una
coma! En otras palabras, para resolver problemas mateméticos debemos tener asimilados unos
automatismos al punto de que ya no tengamos que pensar en ellos a fin de poder poner la
atencién a otros aspectos del problema.

Pero, ;hay alguna actividad que no dependa de automatismos? El jugador de basquetbol necesita
horas de entrenamiento; el corredor de vallas, el jugador de ajedrez, el matematico, el ingeniero,
etc., todos han requerido de un ejercicio rutinario y memoristico, un entrenamiento intensivo
donde aprenden las operaciones fundamentales de la actividad.

En esta secciéon veremos un caso particular de expresiones algebraicas conocidas como polinomios,
que son expresiones que contienen sumas, restas y multiplicaciones de constantes y variables y las
variables aparecen con exponentes. Ademés veremos como operarlos aplicando las propiedades
de los ntimeros.

Los polinomios tienen una gran variedad de aplicaciones, son utiles para expresar de forma
simbolica una serie de operaciones que se pueden realizar para un conjunto determinado de
nimeros. Encontramos aplicaciones de los polinomios en diferentes areas del conocimiento como
geometria, fisica, quimica, biologia, economia, estadistica y matematicas en general. De aqui la
importancia de conocerlos y poder realizar operaciones con ellos.

Seguramente en tus cursos de fisica y de geometria has visto expresiones como las de los siguientes
ejemplos:

'Escribié acerca de algebra, 16gica, fundamentos de la matemética, teologfa, fisica y educacién. Fue coautor
de Principa Mathematica con Bertrand Russell.
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Ejemplo 1: La altura, A, alcanzada por un objeto t segundos después de haber sido arrojado
hacia arriba con una velocidad de 30 m/s estd dada por la expresién

A = 8.9t — 4.88t2

que representa o modela la altura alcanzada por cualquier objeto arrojado en las condiciones
indicadas.

Ejemplo 2: La resistencia, R, de un resistor varia con la temperatura, T, de acuerdo a la
expresion

R =T?+120T + 2000

la cual muestra la relacién entre dos variables, la resistencia y la temperatura en un resistor.

Ejemplo 3: El volumen, V', de un cilindro con base circular de radio r y altura h esta dada por
la relacion

V =7r2h

que indica cémo calcular el volumen cuando conocemos la altura y el radio de la base.

En los tres ejemplos anteriores las expresiones del lado derecho de la igualdad son polinomios,
es decir, sumas y restas de términos en los que aparece una constante multiplicando a una o
més variables con algiin exponente. Los términos son cada una de las partes de la expresion
separadas por los signos de suma o resta. Cada término consta de una parte numérica que es
el coeficiente y una parte literal que es la variable o producto de wvariables con algiun exponente
entero no negativo. El grado de cada término es la suma de los exponentes de la parte literal y
el grado del polinomio es el mayor de los grados de los términos.

En el ejemplo 1, se trata de un polinomio de segundo grado en la variable ¢t. Tiene dos términos,
el coeficiente del término de segundo grado es negativo.

En el ejemplo 2, la expresion es un polinomio de segundo grado en la variable T" con tres términos,
el tercer término es el término independiente, lo que significa que es una constante y no aparecen
variables en él.

En el ejemplo 3, la expresiéon para el volumen del cilindro es un polinomio en dos variables, h y
r, cuyo coeficiente es m y tiene un solo término.

Veamos otros ejemplos de polinomios

Ejemplo 4: El polinomio 2® — 3y? + 2zy + 1 es un polinomio en dos variables, = y y, con 4
términos. En el primer término la parte numérica o coeficiente es 1 y la parte literal es z3; en el
segundo, el coeficiente es —3 y la parte literal es y?; en el tercero, el coeficiente es 2, la parte literal
es el producto de las dos variables; finalmente el cuarto término es un término independiente, una
constante. Los grados de cada término son: 3, 2, 2 y 0 respectivamente y el grado del polinomio
es 3.
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Ejemplo 5: La expresion 523 — 322 4 2 es un polinomio en la variable = que tiene tres términos
y es de tercer grado, el término de primer grado no aparece en esta expresién, es decir, su
coeficiente es cero. El término independiente es 2.

Ejemplo 6: z* +222 — 12 es un polinomio en la variable z que tiene tres términos y es de cuarto
grado, los términos de primer y tercer grado no aparecen en la expresion, es decir, su coeficiente
es cero.

Ejemplo 7: La expresién —12m? — 60m?n — 75mn? es un polinomio de tres términos en dos
variables. Los coeficientes de los tres términos son negativos y los tres términos tienen grado 3.
El grado del polinomio es 3.

De acuerdo al ntimero de términos que contengan, los polinomios se pueden clasificar en: mo-
nomios que son polinomios con un solo término; binomios, polinomios con dos términos; tri-
nomios, polinomios de tres términos; cuadrinomios con cuatro términos y en general polino-
mios, con 5 términos o maés.

El ejemplo 3 se refiere a un monomio, el polinomio del ejemplo 1 es un binomio, en los ejemplos
2,5, 6 y 7 aparecen trinomios y en el ejemplo 4 tenemos un cuadrinomio.

Un caso particular de polinomios es cuando en la parte literal aparece sélo una variable, la
expresion general para un polinomio en la variable x es una expresion de la forma

ant" + ap12" "+ ap_oz" 2+ ...+ a1z + ag

donde n es un nimero entero no negativo y los coeficientes a,,, an_1, ..., ag son nameros reales.
Algunos de los coeficientes pueden ser cero. El grado del polinomio es n. El dltimo término, ag,
es el término independiente, es una constante, estd multiplicando a x° (recuerda que un niimero
elevado a la potencia 0 es 1).

Los polinomios de los ejemplos 1, 2, 5 y 6 son polinomios en una sola variable.

En muchas ocasiones, para realizar operaciones con polinomios, es 1til considerar una expresion
como un polinomio en una sola variable, como vemos a continuacion.

El monomio del ejemplo 3 lo podemos interpretar como un monomio de primer grado en h, o
como un monomio de segundo grado en 7.

La expresién —12m3 — 60m?n — 75mn? del ejemplo 7 la podemos interpretar en dos sentidos:
como un trinomio de grado 3 en m, los grados de los términos son 3, 2 y 1 respectivamente, en
esta variable; o también como un trinomio de grado 2 en n, los términos tienen grado 0, 1 y 2
respectivamente, en esta ultima variable.

Una forma usual y conveniente de escribir un polinomio es reacomodando los términos en orden
descendente de acuerdo al grado de cada término. Las propiedades asociativa y conmutativa de
la suma mos permiten hacer este reacomodo.

Los polinomios de los ejemplos 2, 4, 5 y 6 estan escritos de esta forma, no asi el polinomio del
ejemplo 1 que estd escrito en forma ascendente. En el caso del polinomio del ejemplo 7, los tres
primeros términos son del mismo grado, sin embargo podras observar que estd escrito en forma
descendente en la variable m y en forma ascendente en la variable n.
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Ejemplo 8: Escribir el polinomio 4 — a — 3a® + 5a? en orden descendente.

Como puedes ver, el término de mayor grado es el de grado 3, por tanto, se escribe primero,
observa que tiene coeficiente negativo, después el de segundo grado y asi sucesivamente, por lo
que la expresion de este polinomio en orden descendente es

—3a® +5a® —a+4

El mismo polinomio escrito en forma ascendente es

4 —a+ 5a® — 3a®

Ejercicios propuestos:

Para cada uno de los siguientes polinomios identifica: cudntas variables contiene, de cudntos

términos estd compuesto, el grado de cada uno de los términos y el grado del polinomio completo.
Escribelo en forma descendente para cada una de las variables.

1
1. 42 — Zu
2

2. 25m? + 10m + 5n% + 20n + mn
3. dw? + 252 — 20wz
4. x + 3x2y + 6y + 53:y2 +y

5. 9r2s8 — 3r2s% — 18r°s% — 24135% + 6753

6.1. Suma y resta de polinomios

Para sumar o restar dos o més polinomios, debemos aplicar lo que ya estudiamos en secciones
anteriores: eliminar signos de agrupacion, (Parte 1. Seccién 1.2), aplicar la propiedad distributiva
y reducir términos semejantes como veremos en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 9: Sumar los polinomios 3w? — 2w? 4+ w + 8 y w* 4 3w? + 2w? + w — 2.

La suma de los dos polinomios se expresa de la siguiente manera

(3w® — 2w? +w + 8) + (w* + 3uw® + 2w? + w — 2)

para efectuar la suma eliminamos los signos de agrupacién

3w® — 20w? + w4+ 8+ wt + 3w + 20w +w —2

agrupamos y reducimos términos semejantes, escribiendo el resultado en orden descendente

w* + (3w? + 3w?) + (—2w? + 2w?) + (w4 w) + 8 — 2)

74 ‘ UAM Iztapalapa



CAPITULO 6. Operaciones bésicas con polinomios

Asi, el resultado de la suma de los dos polinomios dados es

w + 6w + 2w + 6
Ejemplo 10: Sumar los polinomios 6a® — 17ab + 5b% y 4a® — 9b?
Seguimos el mismo procedimiento que en el ejemplo anterior, la suma es
(6a% — 17ab + 5b%) + (4a® — 9b?)

Eliminamos signos de agrupacién y reagrupamos términos semejantes

(6a% 4 4a%) — 17ab + (5b* — 9b?)

El resultado es el polinomio

10a? — 17ab — 4b?
Ejemplo 11: Restar del polinomio —5x3 — 422 + 32 + 8 el polinomio 2% — 9z — 17
La operacion que debemos efectuar es
(—52% — 42* + 32 + 8) — (2% — 9z — 17)
En esta operacién debes tener mucho cuidado en el orden en que escribes los polinomios. En este
ejemplo se trata de obtener la resta del primer polinomio menos el segundo o restar el segundo

del primero y no al revés. Si te equivocas en el orden el resultado es incorrecto, el procedimiento
es andlogo a la suma y resta de ntimeros.

En esta operacion el segundo polinomio estda precedido por un signo negativo, lo que significa
que esta multiplicado por el coeficiente —1, de aqui la importancia de tener cuidado en el orden.
Para eliminar los signos de agrupacion, en el caso del segundo polinomio, aplicamos la propiedad
distributiva multiplicando cada término de éste por —1, lo que significa que los signos del segundo
polinomio cambian

—523 — 42% + 3z + 8 — 2% 4+ 9z + 17

Agrupamos y reducimos términos semejantes

523 + (—42? — 2?) + 3z + 92) + (8 + 17)

El resultado de la resta es el polinomio

—523 — 522 + 122 + 25
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Ejemplo 12: Restar del polinomio z* — 223 + 32 el polinomio 6yz* — 923 + 3y%2?
La expresion para esta resta es
(z? — 223 + %) — (6ya™ — 9% + 3y%2?)

Como en el ejemplo anterior, el segundo polinomio es el que esta afectado por el signo negativo
0, lo que es lo mismo, multiplicado por —1.

Primero eliminamos los signos de agrupacién

zt — 223 4+ 9% — 6yat + 923 — 3y%a?

Agrupamos términos semejantes

at — 6yzt + (—22° 4+ 923) + y? — 3222

El resultado de esta operacién es

zt — 6yat + 723 — 3y2a? + o2

Ejemplo 13: Los productos de avicultura se componen de pavo y pollo. El consumo anual
de pollo, en kilogramos por persona, se puede expresar con el polinomio Pollo(t) = 0.022t% —
0.317t2 — t + 16.33 y el consumo anual de pavo, en kilogramos por persona, con el polinomio
Pavo(t) = 0.068t> + 0.725¢ + 4.823, donde los valores de ¢t pueden ser enteros no negativos y
t = 0 indica el ano 1985. Encuentra el consumo avicola total anual, en kilogramos por persona.

Solucién:

Para calcular el consumo avicola total anual debemos sumar el consumo de pollo y el consumo
de pavo, es decir, sumar los polinomios que representan el consumo anual de cada producto

Pollo(t) + Pavo(t) = (0.022t> — 0.317t> — t + 16.33) 4 (0.068t% + 0.725¢ + 4.823)

Agrupamos términos semejantes y sumamos

Consumo(t) = 0.022t> — 0.249t> — 0.275t 4 21.15

Esta es la expresién para el consumo total anual, en kilogramos, de productos avicolas al afio
por persona.
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Ejercicios propuestos:

Suma los siguientes polinomios y escribe el resultado en orden descendente respecto a alguna de
las variables

6. 6% +322 — 23z — 12y 4zt — 522+ +2

7. 4m® — 9Im3n?® — m?n3 — 3m y m® — 11m3n? — 8nd

8 7—5254829y 1422 —32+3
11 1 3 3 2 2
9. _ﬁaib_l’ 2a—Zb+4ya — 3b° + 5a” + Tb

10. a® + 4ab+ b2, 3a — 4ab — 2b y 50 + 3a>

Efectiia la resta del primer polinomio menos el segundo

11. 42 =522 + 2+ 2, =823 + 322 + 222 + 2

1 3
12. Z—I2a5+a2+5a, a2—8a+z

13. y2 4222 — 2yz — 5yz2, y2 — 22— %yz
14. 2r% — 3rs+rs® + 252 13 — 2 — 2rs

15. —20% + b2 — 1, b5 — 6b° + 40> + 10

6.2. Multiplicacién de polinomios

Para la multiplicaciéon de polinomios debemos aplicar la propiedad distributiva, las leyes de los
signos y las leyes de los exponentes (Seccién 1.3), como se muestra en los ejemplos.

En esta operacién el resultado de la multiplicacién es el producto y cada uno de los elementos o
expresiones que se multiplican son los factores. En esta seccién veremos cémo obtener el producto
de dos o més factores.

Empecemos por el caso mas sencillo, multiplicacién de dos monomios.
Ejemplo 14: Efectuar la multiplicacién (—2y?)(4y?)

Reagrupamos los factores, de acuerdo a la propiedad conmutativa del producto, multiplicamos
los coeficientes y las literales, aplicando las leyes de los signos y de los exponentes

(-2)4)(y*)(y°)
El producto es

—8y5
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2
Ejemplo 15: Obtener el producto de los monomios 3ab? y §a2b2

El producto es

(3ab?) <§a2b2>

de igual manera, reagrupamos y aplicamos las leyes de los exponentes para obtener el producto
de las literales

(3) (g) ab®a?b? = 2a3b*

Veamos ahora el caso de un monomio y un polinomio.
Ejemplo 16: Efectuar el producto de los polinomios 322 y 24 — 222 + 1
La operacion es la siguiente

(3z3)(z* — 22% 4+ 1)

Aplicamos la propiedad distributiva, multiplicando el monomio por cada uno de los términos
del polinomio

(32%)(2*) + (327)(~22%) + (32°)(1)

la operacién se reduce a multiplicar monomios, aplicamos las leyes de los exponentes para mul-
tiplicar las variables

32" — 6a° 4 323
Veamos ahora el caso més general, el producto de dos polinomios
Ejemplo 17: Efectuar el producto de los polinomios 722 + 2y 42?2 — 22 — 5
El producto es
(72% 4+ 2)(42% — 22 — 5)

Observa que es importante usar signos de agrupacién para indicar esta operacién.

Aplicamos la propiedad distributiva, primero multiplicando cada término del primer polinomio
por el segundo

(722)(422 — 22 — 5) + (2)(42? — 22 — b)

y ahora aplicamos nuevamente la propiedad distributiva multiplicando cada monomio por cada
uno de los términos del segundo polinomio.

78 ‘ UAM Iztapalapa



CAPITULO 6. Operaciones bésicas con polinomios

(72%)(42%) + (T2°)(—22) + (72°)(=5) + (2)(42%) + (2)(=22) + (2)(-5)

multiplicamos usando las leyes de los exponentes y de los signos

2824 — 142 — 3522 + 822 — 42 — 10

finalmente reducimos términos semejantes

2824 — 1423 — 2722 — 42 — 10

Ejemplo 18: Encuentra el area de un terreno rectangular cuya base esta dada por z + 2 y su
altura es x + 10.

Recordemos que para calcular el area de un rectangulo debemos multiplicar la base por la altura,
en este caso, multiplicar la base, = + 2, por la altura, x + 10, es decir, (z + 2)(x + 10). jjEs el
producto de dos binomios!!

Aplicamos la propiedad distributiva

(z)(z +10) + (2)(x + 10) = 2% + 10z + 2z + 20

reducimos términos semejantes

2% 4+ 122 + 20

El 4rea del terreno rectangular es 2 + 12z + 20.

Ejercicios propuestos:

Obtener el producto de los polinomios indicados.

16. m?n® y —6mn*
1 3
17. —w+ = y 4w? — 8w + 2
2 2
18. 3 -5z y 623 — 922 — 52 — 19
19. 23 — 42’y + 5ay — 2y° y 7 — 3z + 222

20. a*b — 3a®b? — 5ab® — 4ab* y 8a + 5a? + 1
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6.3. Division de polinomios

Para la divisién de polinomios debemos aplicar las leyes de los exponentes y de los signos.

El resultado de la divisién es el cociente. Las expresiones que intervienen en la divisién son el
numerador o dividendo y el denominador o divisor.

Veamos primero el caso mas simple, divisién entre dos monomios
Ejemplo 19: Dividir —272° entre 923
La operacion es
9x3
Aplicamos las leyes de los signos y de los exponentes

—27 x° 9
—— =3z
9 a3
Ejemplo 20: Dividir 90p3¢*w? entre 3pw?
La operacion es
90p3q4w2
3pw?

90 p? w?
E;Ef — 30p%q*

Veamos ahora el caso de divisién de un polinomio entre un monomio
Ejemplo 21: Dividir 2° — 322 + 822 entre 422
La operacion es
x® — 323 + 822
42

Aplicamos la propiedad distributiva

z° —3x3  8x?

472 42 422

y se reduce al caso de divisién de monomios, aplicamos las leyes de los signos y de los exponentes

1 3
Z$3_Z$+2

Ejemplo 22: Dividir 30ab + 10ab? — 5a®b?> — a?b entre 2ab
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30ab + 10ab? — 5a3b% — a2b
2ab

30ab N 10ab? B 5a3b? B @
2ab 2ab 2ab 2ab

) 1
15 +5b— 5(121)— 5&

Ahora el caso de division entre dos polinomios. En este caso nos limitaremos a estudiar la divi-
sién entre dos polinomios con una sola variable.

Ejemplo 23: Dividir el polinomio —2z% — 23 4 522 + 32 + 10 entre z + 2

La expresion para esta operacién es

224 — 23 4522+ 32410
z4+2

En este caso la divisién no es tan facil como en los casos anteriores, no podemos separar en
sumas de cocientes como en el caso de que el divisor sea un monomio, es un error comun tratar
de hacerlo asi. Aqui la divisién se realiza de manera muy similar a la divisién aritmética ;la
recuerdas?

Veamos paso por paso como se divide, el procedimiento puede ser muy largo y debemos cuidar
todos los detalles.

El dividendo se escribe dentro del simbo-
lo de divisién y el divisor afuera, ambos poli- 2 2)_ noky cpdipapogoan pong
nomios en orden decreciente.

El primer término del dividendo se divi- .
de entre el primer término del divisor, es de- — 2z

cir, %‘24 El resultado es —223 que se escri- z +2)— ort =2 4528 +32410
be en el cociente.

i Py
Ahora se multiplica el cociente por el divisor y ol 2} et pdiasd dom 1
el resultado se resta al dividendo.

—(~2z* - 4z%)

-2z
El resultado de la resta es un polinomio de un z +2)— 2zt — 224520 432410

grado menor, en este caso, de grado 3, es el
nuevo dividendo.

+ 97 4 A7

3z7 45927 + 32410
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Se repite 1 i6n del pri divid 2o t3r
e repite la operacion del primer paso, se divide 3 ] ]
el primer término del nuevo dividendo entre el Z+ 2)_ 22’ — £ 4327 +3z+10
primer término del divisor, % El resultado, +22t 4427
322, se suma al cociente. . .
327 +52° 432410
— 2z° +3z°
z+2)-22" = 2¥ 4527 +32 410
Multiplicar el término 3z2 por el divisor y el + 2% 4457
resultado se resta del dividendo.
3z +52° +3z+10
—(3z% + 6z
— 2z° +3z°
z+2)-22' — 224528 432410
4 3
Al realizar la resta queda un polinomio de me- +2z" +4z
nor grado, ahora de grado 2. 2z° +52° +3z4+10
— 3z — 627
—z*+3z+10
—22f +32% -z
z+2)-2z% = 2% 4527 +32+10
Ahora se divide el primer término ('161 pOll,IlOI.nlO I, WL
que resulta y se divide entre el primer término
del divisor, *;2. El resultado, —z, se suma al 253 1522 £ 32410
cociente. 3 2
—3z7 -6z
—z* +32+10
—2e® 4 32% ¢
z+2)-2z" = 2% 4527 +32+10
+2z* 4457
Multiplicamos —z por el divisor y el resultado 270 +52° +3z +10
se resta del dividendo.
—3z% -6z
—z*+3z+10
—(—z*—22)
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— 2z +32% —z
z+2)-2z' - 274528 +324+10
+2z% +4z°
Otra vez obtenemos un polinomio de un grado 3z +52° + 32410
menor, ahora de grado 1, jel mismo grado que 3 3
el divisor! — 327 -6z
—z*+3z+10
2t 42z
S5z+10

0¥ 43tz 45
z+2)— ozt — 27 +52% 432410

+22% +4z2°
Tomamos el primer término del polinomio re- i 2
sultante y lo dividimos entre el primer término 3274527 +3z+10
del divisor, 5;_2 El resultado es una constante — 377 g2
que se suma al cociente.
—z*+3z+10
22 42z
S5z+10

—oz¥ 43tz 45
z+2)— ozt — 2 4528 432410

+ 2zt +42°

o o ' 2z® +52° + 32 +10
Multiplicamos este tltimo término del cocien-

te por el divisor y el resultado lo restamos del - 3z* —6z?
dividendo. 13710
z* +2z
Sz +10
—(2z+1
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Al efectuar esta tltima resta el resultado es 0,
eso significa que jel residuo es cero!

—2z% 43—z 45
z+2)— ozt~ 2P 4522 432410

+ 2zt + 457

327 +52° +3z+10
—3z% —5z?

—z4 432410

2t 42z
 5z+10
—5z-10
L

Finalmente podemos escribir

—224 — 23 4522432410

z+2

=-23432—- 245

Podemos comprobar este resultado multiplicando el cociente, —22z3 + 322 — z 4 5, por el divisor,
242, y el producto de estos dos polinomios debe ser igual al dividendo, —22% — 234522+ 32 +10.
Es decir,

—22% — 23 4522 432410= (222 +322 — 24+ 5)(2 +2)

Ejemplo 24: Dividir y* — y? — 2y — 1 entre y> + y + 1

Debemos observar que en el primer polinomio, el dividendo, no aparece el término de tercer
grado, podemos reescribir el polinomio en la siguiente forma

yt+ 0yt —yt -2y —1

El dividendo se escribe dentro del simbo-
lo de divisién y el divisor afuera, ambos poli-
nomios en orden decreciente.

y2+3r+1)3r4+03r3—3r2—23r—1

El primer término del dividendo se divide entre
4

el primer término del divisor, es decir, % El

resultado es y2 que se escribe en el cociente.

Fﬂ

3r2+3r+1)3r4+03r3—3r2—23r—1

Ahora se multiplica el cociente por el divisor y
el resultado se resta al dividendo.

Fﬂ

};2 +3r+1) 3.?4+D§.r3—§.r2 |
=iyt +y 437
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2

¥
g+l yr40yt -yt -2y—1
El resultado de la resta es un polinomio de un ¥y ¥ ¥y oF ¥
4 3 2
grado menor, en este caso, de grado 3. —yt—yi—y
—y = 2y* —2y -1
yi-y
Se repite la operacién del primer paso, se divide
‘mer térmi momi v+l vty -yt -2y-1
el primer término del polinomio que resulta de | ¥ T¥ ¥ ¥ -F ¥

3
la resta entre el primer término del divisor, ;—yz _ Y4 _ 5,3 _ Yz
El resultado, —y, se suma al cociente.

—y® = 2y° -2y -1

2
¥y —¥
v +§.r+1) w0y — i —2y—1
Multiplicar el término —y por el divisor y el _F-* _FE _ FE
resultado se resta del dividendo.
—y® —2y* —2y—1
3 2
==y -y -y
2
y-¥
v +§.r+1) 0yt -y -2y -1
L e
Al realizar la resta queda un polinomio de me- ¥ ¥ -F
nor grado, ahora de grado 2. _ YE _ 23,2 -2y -1
3 2
¥ oryT oty
2
-y —y-1
2
¥y -y-1
v +§.r+1) 0yt -y -2y -1
Ahora se divide el primer término del polinomio 4 3 q
que resulta y se divide entre el primer término ¥y 7Y °F
2
del divisor, —%. El resultado, —1, se suma al —y =2yt —2y—1
cociente . 2
¥ty Aty
2
-y —y-l
2
y -yl
v +§.r+1) 0y -y -2y -1
4 3 2
-¥Y -¥ -F
Multiplicamos —1 por el divisor y el resultado - B R
se resta del dividendo ¥ 2y 2y -1
3 2
¥ oty +y
2
-y —y-l
2
-y -y-1T
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v —y—1
},r2+3r+1) vt 40y -yt -2y —1
—yt -y -y’
Al efectuar esta tdltima resta el resultado es 0, -y -2yt -2y -1
jeso significa que el residuo es cero! 3?3 +F2 +y
—y' -y -1
iy +1

0

Por tanto, tenemos el siguiente resultado

yt—y?—2y—1

2
—y oy —1
Pry+1 Y

FEn los dos ejemplos anteriores, la divisién entre los polinomios es una division exacta, lo que
significa que el residuo es 0. No siempre sucede asi, podemos tener una division con residuo
diferente de cero como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 25: Dividir 623 + 822 + 7z + 2 entre 3z + 1.

Procedemos como en los ejercicios anteriores. En este caso los polinomios ya estan ordenados en
forma descendente y el dividendo estda completo.

El dividendo se escribe dentro del simbo-
lo de divisién y el divisor afuera, ambos poli- e +]) o R Ly D
nomios en orden decreciente.

El primer término del dividendo se divi-

. L o 2
de entre el primer término del divisor, es de- 2
62>

cir, 3. El resultado es 222 que se escri- T +1) b’ 48 4 Tx 42
be en el cociente.

2%l
Ahora se multiplica el cociente por el divisor y B +1) Gt et e p
el resultado se resta al dividendo.

= (B4 2ehy

ot

3 2
El resultado de la resta es un polinomio de un 3% +1) bx” +8x" +7x+2
grado menor, en este caso, de grado 2. —Emt — 2y

b4+ Tu+2
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2% 42z
Se repite la operacién del primer paso, se divide 3 g
. P S Sz 4l G 4BxT 4+ Tx42
el primer término del polinomio que resulta de
la resta entre el primer término del divisor, 63””—;. e B, T
El resultado, 2x, se suma al cociente. -
b+ Tz +2
2z 42z
x4+ 6x +8x° +7x +2
Multiplicar el término 2x por el divisor y el re- e B T
sultado se resta del dividendo. .
b+ Tz +2
—(6x* + 2x)
2x* +2x
41 6x 85 +7x+2
3 2
Al realizar la resta queda un polinomio de me- —6x" - 2x
nor grado, ahora de grado 1. fus o Ju+ 2
—6x* - 2x
Sx 42
5
2 +2x+ 3
3 4
Ahora se divide el primer término del polino- 3= +1jl 6x" +8x" +7x+2
mio que resulta y se divide entre el primer tér- b Oyt
mino del divisor, g—i El resultado, %, se suma -
al cociente. 6" +7x+2
—-6x* - 2x
) o
5
P4 lu4Z
3
3 +1) 6x° +8x° +T7x+2
—bx’ — 2%’
Multiplicamos % por el divisor y el resultado se G + Tz + 2
resta del dividendo.
— 6z —2x
m 42
5
—(ox 4+ =)
3
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5
N R
3
3 +1) 6x° +8x° + 75 +2
— 6z’ — 2x*
]
Al efectuar esta ultima resta el resultado no b+ 7z +2
es 0, eso significa que la divisiéon no es exacta, -
tiene residuo que es %
x4 2
3
-z -=
3
1
3

Esto significa que el resultado de dividir 623 + 822 + Tz + 2 entre 3z + 1 es

1
62° + 8z% 4 Tx + 2 2 5 3 ) 5 1
— (222 + 20+ 2 — (22242242
30+ 1 (”CJF%JF:s)Jr 3w+ 1 <x+x+3)+<9x+3>

En general, la division de polinomios se expresa de la siguiente forma

dividendo

divisor

. residuo
= cociente +

divisor

Ejercicios propuestos:

Efectuar las siguientes divisiones

_ar 472
o1, 35a*b“c
5a2b?
99 1023yt — 142ty3 + 1225y2 — 182%y
) 222y
4 3 0.2 -
93, 2z% 4 2z 2z 182 — 4
2z — 4
o4 —8 — 4w + 10w? + 3uw?
2—w
4m3 — 1
o5 M T2

20+ 1

88 ‘ UAM Iztapalapa



CAPITULO 6. Operaciones bésicas con polinomios

6.4. Productos notables y factorizacion

Asi como en el habla cotidiana encontramos didlogos que se repiten, p.ej. —;Quiubo, qué on-
da?” —“No, pues ahi només”, en matemaéaticas hay enunciados frecuentes cuyo manejo simplifi-
ca calculos y evita pensar, permitiendo pensar en otros aspectos del trabajo matematico. Es-
tos enunciados matematicos se conocen como productos notables pues destacan por su frecuen-
cia y sencillez.

Producto de monomio por binomio

a(c+ d) = ac+ ad donde se ha aplicado la propiedad distributiva. Ejemplos:

L a(r+3)=rxxz+rx3=a?+3x
2. 3z(2x + 3y) = 3z x 22 + 3z x 3y = 622 + 9y
3. (273 4 22y 2)(@%y2) = 23 x 232 + 2252 x 232 = o2 + 2322

4. (3x3y% + 2wy — 5)x?y = 323y? x 22y3 + 22y x 2%y® — 5 x 22y3 = 3255 + 223y — 52?3

Producto de la suma y de la diferencia de dos términos

También son conocidos como productos conjugados:* (a + b)(a — b) = a? — b?
Ejemplos:
1. (3z +2y)(3x — 2y) = 922 — 4y?

2. (=22 + 32%y) (2% + 32%y) = 92%y% — 2*

1
3@y et -y =2y =5 -

e~

(wa:2 + y3z2)(w:p2 _ y322) — w23:4 _ y6z4

Cuadrado de un binomio
(a +b)? = a® + 2ab + b? también conocido como trinomio cuadrado perfecto.
(a —b)? = a® — 2ab + V?
Ejemplos:
1. (27 + 3y)? = 422 + 122y + 9y?
2. (=2 + 3y)? = 42% — 122y + 9y

3. (w223 — 4~ 'y?)? = wieb — 8z~ 1yPw?23 4 16272y

2Son las expresiones que sélo difieren por el signo de uno de los términos.
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1
4. (a;_l—a:)2:x_2—2£+x2:—2—2+x2
x x

Producto de dos binomios

A continuacién unas posibilidades:

(v +a)(z+b) =22+ (a+b)x +ab

(az +b)(cx + d) = acz® + (ad + be)z + bd
(a+b)(c+d)=ac+bc+ad+bd
Ejemplos:

—_

. (3z +2y)(3z + 2) = 2yz + 3wz + 6y + 922

[\)

222y + 5y)(222y + 5y) = 4aty? + 2022y? + 25y

w

-
- (w322 + 5w (—w?aly + 5w?) = —wla?y2? + 5wb2? — bwla?y + 25w°
(=

W

22y 4+ Tw?) (— 22y + bw?) = y?2* — 12w3y2? + 35w

Cubo de un binomio
(a+b)3 = a® + 3a%b + 3ab® 4+ b?
(a —b)3 = a® — 3a%b + 3ab® — b?
Ejemplos:
1 (=22 + Tw3)3 = =320 + 21wy?2? — 147wO0y2? + 343w°
2. (bry + Tw?2?)3 = 343w 2% + 735wyt + 525wa?y?2? + 125233

3. (5ay — Tw?2?)3 = —343w825 4 735w xy2* — 525w?w?y? 22 + 12523y3

Cuadrado de un trinomio

(a+b+c)?=a?+ b+ + 2ab + 2ac + 2bc

Ejemplos:
1. (5x — Tw? + 2%)? = 2* + 1022% — 14w?2? + 2522 — T0w?z + 49w*
2. (3a+4b* 4+ c72)2 = ¢ + (8b? + 6a)c™2 + 16b* + 24ab? + 9a?

Concluimos esta secciéon destacando que no hay un consenso acerca de cuales otros productos
deben incluirse como notables. Segtin algunos autores deben incluirse: sumas de cubos, diferencia
de cubos, jincluso cocientes notables! Y afiadimos: el dominio de los productos notables, por no
decir mecanizacién, es fundamental para la siguiente seccion Factorizacion.
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Ejercicios propuestos:

Desarrolla los siguientes productos notables (sin multiplicar).

26. (4a + 5b)?

1 3
27. 2 t2>
<2 *

28. (2% + 22 + 2)?
29. (4 +9%)?
30. [5(w — 1) 4+ wz]?

31. (—y? — 5y)?

7"2 2
32. <§ — u)
33. [2(422 — 2)]’

34. (22 +zy —y)?

2b 2
35, <% - ab2>

36. (22 — 7z —2)?
37. [(x +2w) — (y — 2)]?
38. (8+)(8+y)
39. (22 — w)(2z — u)
40. (a® —2a)(a — a?)

4

41. [(z —5)? —y] (y* — 2y — 10)

43. (2% + 2z 4+ 1)(2? 4+ 3z + 2)
44. (2522 — 2y)(2522 + 2y)
45. (5ab® + b)(5ab® — b)

(

(

(

[(
42. (y° — 2y* + 5)(y* — 2y* — 10)
(

(

(
46. (

m2n? —mn — 2)(m?n? + mn — 2)
A7 [(w = 2) = (z + y)][(w — 2) + (z + y)]
48. (a8 — 2a*b® + 4ab)(ab + 2a*b® + 4ab)

49. (w?® +8)3
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50. (m? +n?)3
51. (2ab + +3cd)?

x+3 1\3
52. —
< > +2)

53. (4r — 2t +1)3

54. (st? — s%t)3

3
r—y
55.
()

56. (a® — ab + b%)3

3

57. (xy +yr —x —y)

58.
59.

61.
62.

(
(
(
60. (m? —2m + 1)
(
(
63. (

6.5. Factorizacion

En dlgebra se tiene la gran posibilidad de que las expresiones matemaéticas se pueden escribir de
muchas formas. Es obvio que las estructuras més buscadas y queridas por los buenos matematicos
son las mas sencillas. Ocurre como con la poesia: se trata de descubrir lo que hay detrds de lo
que es.

Un procedimiento que ayuda enormemente a simplificar expresiones matematicas es la facto-
rizacién; como el nombre lo dice: se trata de reescribir una expresion usando factores. Pe-
ro... jcual es la utilidad de la factorizacién? Imaginemos que tenemos la expresion:

a

C

si logramos reescribir a como un producto, digamos b X ¢, obtendremos

a:bxc:b

C C

sobra decir que b es una expresiéon mas sencilla que la original y que la factorizacion permitio
simplificarla.

., Coémo reescribir una expresion en factores? ;Podra aplicarse tan poderoso método a todas las
expresiones matematicas? Responderemos parcialmente a estas preguntas en esta seccion.
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6.6. Factorizacion y productos notables

No se requiere mucha perspicacia para ver estas dos técnicas mateméaticas como opuestas: en
tanto los productos notables expanden la expresién matemadtica, la factorizacién busca (ya lo
dijimos: como la poesia) decir “lo més con lo menos” y, por lo mismo, es més dificil. Con todo,
veremos mas adelante (restas de cuadrados, de cubos) que no siempre se obtienen expresiones
mas sencillas, pero si mds simplificables. Si se logra identificar la expresién problema con un
producto notable basta pensar en reversa; por ejemplo, si se intenta factorizar:

m? +n? + 2nm (6.1)

el problema estd resuelto al notar que un rearreglo permite identificarlo como cuadrado del
binomio m + n, es decir (m + n)? = m? + 2mn + n2.

m? +n? + 2nm = (n + m)? (6.2)

Noétese que para constatar la equivalencia de las expresiones 6.1 y 6.2 deben emplearse las leyes
conmutativas de la multiplicacién y la suma.

6.7. Factor comun

Consideremos la siguiente expresion:
1227 + 182°

Notaremos que se puede escribir de diferentes maneras:
1222 + 1823 = x(122 + 1827)
= 6x(2x + 32%)
= 6x2(2 + 37) (6.3) Las expresiones anteriores son

18
=12z |z + —x2>
( 12
factorizaciones correctas de la expresién original pero... la 6.3 es particularmente simple. ;Pue-
de el lector decir qué criterios o caracteristicas la hacen “mas simple”?

R: "BAUI] ®UN TS RINJLIIS B ‘SO[OQUIIS P OISWNU IOUSW [

En el ejemplo anterior empleamos la propiedad distributiva de la suma, es decir a(b+c) = ab+ac
pero en sentido inverso; recordemos que la factorizacion implica pensar en reversa; para ello no
hay reglas precisas (mas que en casos sencillos), sélo principios generales que obligan a hacer
tanteos (véase ejemplo 2).

Ejemplo 1:
Consideremos ahora el polinomio: a? 4 bc 4 ab + ac; podemos agruparlo de la siguiente forma:
a? +be+ab+ac = a(a +b) +c(b+ a) (6.1)
=(a+c)(a+Db)
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Ejemplo 2:
Factorice p?qz + pg’y + px’y + qry?

P2qx + p*y + pry + qry® = qz(p® +v*) + py(¢* + %) correcto pero. .. no permite(6.2)
mayor simplificacién

= pq(pz + qy) + zy(pr + qy) en este caso si (6.3)
podemos simplificar

= (pr + qy)(pq + zy)

Ejemplo 3:
Factorice 8z* — 423 + 1022

Notemos que todos los términos implican 222 de forma que podemos tomarlo como factor comun:
8zt — 423 + 102% = 222(42® — 224+ 5) o bien (6.4)

=222 [22(2¢ — 1) +5] correcto pero. .. poco elegante.

Ejemplo 4:
Factorice z3y? + 32y + 5a%y3

Notemos que los minimos exponentes de z y y son, respectivamente, 3 y 1, y que no hay factor
comun en los coeficientes del trinomio dado. Podemos factorizar:

23y + 32ty + 52y = 23y (52%y% + y + 32)

FEn ocasiones el factor comiin puede ser un binomio que resulta de un agrupamiento. Los siguien-
tes ejemplos lo aclaran:

Ejemplo 5:
Factorice 322 — 2z + 122 — 8

Tenemos:
322 — 2 + 122 — 8 = 2(3z — 2) +4(3z — 2) descubrimos un binomio comtin  (6.5)
= (32— 2)(z +4)

Ejemplo 6:
Factorice z* + x — 223 — 2

Tenemos:
rr-2t—2=o(+1) - 2(a" +1) (6.6)
= (m3+1) (x —2)

Es claro que pueden hacerse agrupamientos que, por otra via, lleven al mismo resultado, por
ejemplo:

et -2 —2=2%(x—2) +x—2 (6.7)
=23z —2)+ (z —2)
= (@—2)(«* +1)
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6.8. Trinomios

Para factorizar un trinomio de la forma z? + bz + ¢ asociémoslo a la expresién:
(z+7r)z+s)=a>+(r+s)z+rs

donder+s=byrs=c

Ejemplo 1:
Factorice 22 + 7x + 12

Necesitamos dos ntimeros cuyo producto sea 12 y su suma sea 7; éstos son 3 y 4, de forma que:
2?4+ T7r4+12= (2 +3)(z +4)

Ejemplo 2:

Factorice 22 + 6x + 8

A semejanza del problema anterior, necesitamos dos ntimeros cuyo producto sea 8 y sumen 6.
22+ 62 +8 = (z+4)(z+2)

Ejemplo 3:

Factorice 2 — 6x + 8

Tendremos:
2% — 6z + 8= (z —4)(z —2)

Ejemplo 4:
Factorice 22 — 2z — 8

Tendremos:
2 =2 — 8= (x—4)(z +2)

6.9. Trinomios cuadrados perfectos

Son expresiones que se ajustan al patrén a®+42ab+b? que, como es sabido, resulta de la expansion
de (a +b)2.

Ejemplo 1:
Factorice 9p? + 24pq + 164>.

Notemos que se ajusta al patron de un cuadrado perfecto ya que:

a?=9p? portanto a=3p (6.9)
b2 = 16¢®> por tanto b= 4q (6.10)
2ab = (2)(3p)(4q) = 24pg por tanto (6.11)

9p? + 24pq + 164 = (3p + 4¢)*
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Ejemplo 2:

Factorice —42? + 12z — 9.

El primero y el tercer término del trinomio dado, de no ser por el signo “—” serian cuadrados
de 2z y de 3, respectivamente. Multiplicar por +1 = —1 x —1 nos permite reescribir:

—4g? 4122 — 9= —1 x —1(—42”® 4+ 122 — 9)
= —1x (42 — 122 +9)
= —1x (2z —3)% o, més sencillo:
= —(2z — 3)?

Ejemplo 3:
Factorice 22 — 16zy + 6412

Notamos que se ajusta al esquema a? — 2ab + b2, por tanto su factorizacién es:
z? — 16xy + 64y* = (z — 8y)?

Ejemplo 4:
Factorice 16m2 — 40mn + 25n2

En este caso:
16m? — 40mn + 25n% = (4m — 5n)?

6.10. Binomios conjugados

(6.12)
(6.13)
(6.14)

Estos son los que se ajustan a la forma a + b, a — b. El producto de dos binomios conjugados se

estudid en los productos notables y es igual a:
(a+b)(a—b) =a®— b

de forma que es directa la factorizacién de la resta de dos cuadrados.

Ejemplo 1:
Factorice 1622 — 4y?22

El resultado es:
1602 — 4y%2% = (4o + 2y2) (4z — 2y2)

Ejemplo 2:
Factorice 2522 — y?

Tendremos:
2522 — y* = (5z +y) (5z — y)

Ejemplo 3:
Factorice x4 — y*
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Tendremos:
ot =yt = (@ + ) (@? — ) (6.15)
= (2% +¢*) (@ +y)(z —y)
Ejemplo 4:
Factorice (5 + 2y)? — (3x — Ty)?
Tendremos:
(52 + 2y)* — 3z — Ty)? = [(5z + 2y) + (32 — Ty)][(5x + 2y) — (3x — Ty)] (6.16)

= (82 — 5y)(2z — 9y)

6.11. Suma, resta de cubos

Hay algunos polinomios especiales que pueden factorizarse en forma sencilla:
a® + 0% = (a+b) (a2 —ab+ b2) (6.17)
0* = b = (a—b) (a* + ab+b?)
El lector podra comprobar la validez de las igualdades anteriores realizando las multiplicaciones
indicadas en la parte derecha de las igualdades.

Ejemplo 1:
Factorice 823 + 1

En este caso tenemos a = 2x y b = 1, de forma que:
8x3 +1 = (224 1)(4a? — 2z + 1)

Ejemplo 2:

Factorice 2723 — 83

En este caso tenemos a = 3x y b = 2y, por tanto:

272% — 8y° = (3 — 2y)(922 + 62y + 43?)

6.12. Factorizacion de polinomios de grado mayor a 2

No hay un método general para simplificar esas expresiones, sin embargo, los siguientes ejemplos
dan algunos ideas de como lograrlo.

Ejemplo 1:
Factorice 3z* — 323 — 3622

Notemos que puede escribirse en términos de un factor comun:

3zt — 323 — 3627 = 32°%(2? — 3z — 12) (6.18)
=322 (z — 4)(z + 3)
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Ejemplo 2:
Factorice z* — 16

Notemos que es la resta de dos cuadrados, por tanto:

Ejercicios propuestos:

Factorice las siguientes expresiones:
64. 3x2y* + 62393
65. 1 —a*
66. 4(z + 3y)%? — 9(2z — y)?
67. 3a* + 6ab? + 3b*
68. y> —4y —5
69. 15 + 2z — x°
70. m* —4m? — 21
71. 4st — 4532 — 24573
72. ¥t 4 5gmtt — 5024
73. 3625 — 132% + 22
74 12(z —y) 2+ T(z —y) — 12
75. 4a?nt? _4nt2 _ 32
76. y3 4 27
77. 23 -1
78. S 41
79. a’x? — 2abxy + b2y?

98 ‘ UAM Iztapalapa

(6.19)



Capitulo 7

Operaciones con fracciones
algebraicas

Hace algunos capitulos, trabajamos las operaciones con fracciones comunes, toca el turno de ha-
cer operaciones con fracciones algebraicas. Vamos a seguir el mismo orden de ideas para abor-
dar el capitulo. Vamos a definir qué entenderemos como una fracciéon algebraica y analizare-
mos la suma, resta, multiplicaciéon y division de este tipo de fracciones.

7.1. Fraccion algebraica

Una fraccién algebraica representa una division entre dos expresiones algebraicas, tal como
sucede en las fracciones comunes, el numerador o dividendo serd la expresion algebraica que es
dividida por el denominador o divisor. Veamos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1:
numerador: 1

denominador: x — 1

fraccion:
r—1

recuerda que en cualquier fracciéon el denominador debe ser DIFERENTE DE CERO. Asi que
re-escribiendo la fracciéon tendremos:

1
r—1

V(r—1)#0

El simbolo V es el cuantificador universal. Se lee como: para todo, para cualquier, para cada.
Ejemplo 2:
numerador: a® — b2

denominador: a — b
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2 32

fraccién:

V(a—0b)#0

Observa con detenimiento la fraccién algebraica ;podemos simplificarla? jClaro! Vamos a hacer
un poco de algebra, en el numerador tenemos una diferencia de cuadrados, podemos factorizar
esa expresion:

a?—b  (a—b)(a+b)
a—b a—>b

observa ahora que en el numerador tenemos un factor idéntico al denominador, también podemos
simplificarlo.

_(a=b)(a+Db) B
—?—1-(a+b)—a+b

7.2. Suma y resta de fracciones algebraicas

Ahora que sabemos qué es una fraccién algebraica, podemos tratar de sumarlas y restarlas.

Ejemplo 3: Considera la siguiente suma de fracciones:

x +:E—|—2
3m 3m

Observa los denominadores. . . json iguales!

Este es el caso mas sencillo de suma o resta de fracciones, la unidad estd dividida de una tnica
forma 3m y basta sumar los numeradores de cada una de ellas.

3m 3m 3m 3m 3m

x x+2_a:+x+2_2a:+2_2(a:+1)_2(x+1>
- - - "3\ m

Y si ahora tenemos esta operacion:

Observa de nuevo los denominadores, son iguales. Recuerda que cualquier resta podemos con-
vertirla en suma, si echamos mano del inverso aditivo. Veamos:

xr  x+2 £+<—aj—2) r—(z+2) xz-z-2 -2 -2
2 Y2 Y2 Y2

y y? y?

Resolvamos el siguiente ejercicio de suma y resta de fracciones:

Be42 1 3
(x—1)2 x+1 22-1
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Solucién: Busquemos un denominador comin a las tres fracciones. Tenemos un binomio al
cuadrado, un segundo binomio y en la tercera fraccién tenemos una diferencia de cuadrados.
Veamos la factorizacién de este ultimo denominador:

3 3
2—-1 (z+1)(z—1)

Si observamos este denominador, incluye como factor al binomio x 4+ 1, por lo que el minimo
comun denominador es:

(z+1)(z — 1)
Reescribiendo la operacién de fracciones:

3z +2 1 3 (@+1)Bz+2)—(z—1)2?+3(x—1)
G192 241 2-1 e+ Dz 1)

Realizando la operacion:

(x+1)Bx+2)—(z—-1)2+3x—-1) 32?2+50+2— (22 —-22x+1)+3x-3
(z+ 1)(z — 1)2 - (z+ 1)(z — 1)
322+ 5z +2—22+22—1+3z -3
N (@ + 1)z —1)?
222 + 10z — 2
T @+ D@12
272 + 102 — 2 272 + 10z — 2

(z+1)(x—-1)2 23—a22—2+1

El polinomio que se encuentra en el numerador es de menor grado que el polinomio del denomi-
nador, no es necesario hacer la divisién de polinomios.

7.3. Producto y division de fracciones algebraicas

Como lo revisamos anteriormente, el producto de fracciones se realiza calculando el producto de
numeradores y dividiendo entre el producto de denominadores, es decir:

ONORE

Ejemplo:

222 + 10zy — 2y " 4> +10zy + & (227 + 10zy — 2y)(4y® + 10zy + )
(z— 1) y+1 (z—1)%(y+1) -

Division de Ciencias Bdsicas e Ingenieria | 101



Algebra y representacion grdfica

2023y + 10822y + 40xy> + 222 + 1022y — 20xy? — 8y> — 2zy
22y —2zy+a2+y—22+1

La divisién de fracciones algebraicas se realiza calculando el producto de los extremos y divi-
diendo por el producto de los medios de una razén de fracciones (la famosa regla del sdnd-
wich), es decir:

a
b _ axd
€ bxe
d
Recuerda que esto es valido para b x ¢ # 0
Ejemplo:
w2—1/2w+2 _
T r—1
-1 (z+1)(z-1)
. @ le-1) (@17
2z + 2 2(z +1) 2x 2x

z—1 x—1

Ahora resolvamos los siguientes ejercicios de operaciones con fracciones algebraicas:

Ejercicios propuestos:

(2t — 222 —6x —1) (23— 622 +4)

1. — (22t — 22 —2) =
(x+1) * x—1 (2 z-2)
2(x3 — 622 + 4 224 — 22 — 2
2. (z' —22% — 6z — 1) + (z° —62"+4) 3 * ):
x2—1 r+1

3. (12 =622 +4)+ (20" — 20 —2) — (2 — 222 — 62— 1) =

=222 +1  2?—2r+3

4.
r—1 % 2 —1
r+3
5. (322 —5) = =
(32 ) 2x3 +4x2 —x + 2
203y —
k) R
xy
1
x2 — 16
7 5 =
r+4
1 1
y ' a
S.E_g:
y X
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10.

11.

12.

13.

14.

CAPITULO 7. Operaciones con fracciones algebraicas

4 T
xr 9
-2
— =
I=2

/Qué tan buena aproximaciéon a /2 es la siguiente expresiéon? Calcula la diferencia en

decimales. !

1+ I

2+

1
Se dice que Jupiter requiere de 11 + = anos para girar alrededor del Sol. Expresa

1+ 3
esta cantidad como una fraccién decimal.
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Capitulo 8

Operaciones con exponentes y
radicales. Racionalizacion de
fracciones

Los exponentes y radicales tienen en algebra el mismo significado que en aritmética. Si n repre-
senta cualquier niimero:

n-"=nxn n"=nxnxn

Si ahora tenemos n' significa que n se toma como factor m veces; recordemos que a n se le
llama base y a m exponente; la expresiéon n™ se conoce como potencia.! Por ello suele nombrarse
a esta operacién como potenciacion.

Las reglas de operacién con exponentes son las mismas tanto en algebra como en aritmética.

8.1. Reglas de los exponentes

1. Para multiplicar factores que tienen la misma base se suman algebraicamente los exponentes.

Ejemplos:

() (xh) = 2?1 =25 (8.1)

! Algunos autores llaman potencia al exponente; la expresién a* la leen “a elevado a la cuarta potencia”. Nétese
que el lenguaje hablado es menos preciso que el dlgebra escrita.
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Es decir, la regla general para la multiplicacién que comprende exponentes es: cuando se mul-
tiplican términos cuyos factores literales son semejantes, se suman los exponentes. Esta re-
gla puede aplicarse a problemas que incluyen divisiones, si todas las expresiones de los denomi-
nadores que contienen exponentes vuelven a escribirse en el numerador con exponentes negati-

El resultado es el mismo que si se hubieran restado los exponentes de los términos literales en
el denominador, de los exponentes de los mismos términos literales en el numerador.

VOS:

2. Para elevar a un exponente un término que ya esté elevado a una potencia, esto es, para hallar
la potencia de una potencia, se multiplican los exponentes:

(a™)"=a™" (8.2)
(ab)"=a"b"
Ejemplos:
(.Z'2)4 — x2X4:x8 (83)

(zy)*=(z")*(y")* = 2y

3. En suma y resta de potencias, sélo se procede si son términos semejantes, en otras palabras:
lo tinico que difiere en ellos es su coeficiente numeérico.

La expresién  52°y% + 423y?  puede simplificarse para dar 923y

Las reglas algebraicas para los radicales también permanecen inalterables respecto a las de la
aritmética. Un radical es una expresién en la forma: /b que se lee “raiz n de b”, o bien “raiz

;. . 1 m
n-ésima de b”; observa que es otra forma de escribir vb = b2 o, en general, ¥b™ = bn

Cada parte de un radical lleva su nombre; n es el indice y b el radicando.

El indice debe ser un entero positivo. Para una raiz cuadrada, el indice 2 es usualmente omitido.

8.2. Propiedades de los radicales

Podras notar que corresponden a las reglas de los exponentes.
Ejemplos:
En las siguientes expresiones, a, b, z, y son nimeros reales y n un nimero entero mayor que uno.
n
L (VB)" =0
2 3
(Vo) =a; (YY) =y
2. Vab= {/a Vb

3. Vb™ = b, si n es impar, por ejemplo: /y3 =y
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{/bn = |b|, si n es par, por ejemplo: Vw? = |w|

5. YTy = YTy

-

8.3. Suma y resta de radicales

Cuando tenemos radicales “semejantes”, podemos resolver la suma o la resta usando la propiedad
distributiva y agrupando los términos semejantes. Los radicales semejantes son los que tienen el
mismo radicando y el mismo indice.

Ejemplos:
3Vr+ 4y =7Yx
Y =2y =5y

Si los radicales no son semejantes, la suma o la resta sélo pueden ser indicadas. Se pueden
agrupar los términos semejantes del radical.

Ejercicios resueltos:

1. (=5ab?)(2a%b) = —10aT2pHD) = —10a°b3
2. (3a2b)” = 32a(2Dp2 = 9gip?
3.Sib>0, Vb2 = bi = b3

Ejercicios propuestos:
1. (227%) (52°) =
2. (—4d3)* =
3. Vab =
4. V16bT =

5. (zy)°? =
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10. wiy* — 16w3y* =
11. —— =

12. (z+1)2 =
13. w?Vuw? =
14. (T4)2 V83 =

15. /32p7rd =
w?td

v

8.4. Racionalizacion de radicales

Cuando tenemos fracciones con radicales en el denominador conviene obtener fracciones equiva-
lentes pero que no tengan radicales en el denominador. A este proceso es a lo que se llama ra-
cionalizacién de radicales de los denominadores.

Segun el tipo de radical o la forma de la expresiéon que aparece en el denominador, el proceso es
diferente. Se pueden dar varios casos:

1. Si el denominador contiene un solo término formado por una sola raiz cuadrada. En este ca-
so basta multiplicar numerador y denominador por la misma raiz cuadrada. Por ejemplo, si que-

remos racionalizar el denominador de la fraccion —= multiplicaremos numerador y denomina-

V2
dor por /2.

NN
V2 V2V2 2

23
VIS

Si antes de racionalizar extraemos los factores en el denominador, tendremos:

2v3  2v3  2V3
VIS V2.3 32

Otro ejemplo: racionalizar

Division de Ciencias Bdsicas e Ingenieria | 107



Algebra y representacion grdfica

Ahora basta multiplicar numerador y denominador por v/2

23 233 V6

3v2 3V2v2 3

Veamos cémo se habria resuelto de multiplicar numerador y denominador por /18:
23 2318 264 /54
VI8 V1818 18 9

A continuacion extraemos factores de la raiz del numerador y simplificamos:

VAl VIxX® G
9 9 3

como vemos, da el mismo resultado.

8
Otro ejemplo: Racionalizar —

V2

Como regla general, se multiplica numerador y denominador por el valor de éste:

8 _ 82 _ 82 82 _, 5

VEOVRV2 () 2

2. Si el denominador de la fracciéon contiene dos términos, en uno de los cuales (o en los dos) hay
una raiz cuadrada, se multiplica numerador y denominador por el conjugado del denominador.?
Por ejemplo:

T T VA3 T(VE+VB)
VE—V3  VE—VBT VE+V3 (VB —V3)(VE+V3)

Nétese que el denominador tiene la forma (a + b)(a — b) = a? — b* (binomios conjugados). De
forma que la expresién obtenida queda de la siguiente forma:

7(V5 + V/3) CT(VE4+V3)  T(VB+V3)

V5 VB(V5+v3) 53 2

Otro ejemplo: . Ahora multiplicamos numerador y denominador por 3 — /7

2
+V7
9 37 2(3_\/7) _2(3—\/7)_2(3_\/7):3_\/?

34V 3T BHVIB-VD)  9-7 2

8
Otro ejemplo: Racionalizar ————
jemp s
Igual que en el caso anterior, multiplicamos numerador y denominador por el conjugado del
denominador, en este caso 2 + /2

2Recordemos que las expresiones a + b y a — b son conjugadas.
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8 8 2+v2  82+v2)  8(2+V2) 8(2+V2)
S R G R R A RN R e B B

3. Si el denominador sélo tiene un término con una raiz de indice n, se multiplica numerador y
denominador por otra raiz de indice n que complete una potencia de exponente n. Por ejemplo

/25
Factorizamos el radicando del denominador

1 1
75V

y como v/53 = 5 multiplicamos numerador y denominador por /5 para obtener esa igualdad:

R
/52 V52 b V5 5

2
Otro ejemplo: %. Para eliminar la raiz cuarta necesitamos en el denominador un 2* que
obtenemos al multiplicar por v/23; por tanto:
2 2 V2 2v23 2y Y
BTVRVE v 2

Otro ejemplo mas: *
Jemp TVrFl—yVz—1
Multipliquemos numerador y denominador por v/z + 1+ vz — 1
z Ve+l+vVe—-1 (e +1+Ve—1) (8.4)
Vi+l—vVr—1 Ve+l+vVe—1 (o+1)?2—(Vo—1)? '
1 -1
(Vo +1+Ve—T) (8.5)

(x+1)—(z—1)
(Vo + T+ Ve —T)
2

Ejercicios propuestos: Racionalizar las siguientes expresiones.

5
17. —
2V/2
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21. 3Y2-2V3
3v2 +2v3
p

NCERv:
P

23, — =
Vv 8a3bt

2%, —— =

22.

25.

26. =

o7 Va2bi/22ab B
’ Vv/2ab B

3
28, Qz
V3

29. =

30, —F——= =

31.

R T
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Capitulo 9

Ecuaciones

9.1. Ecuaciones de primer grado en una variable

Considera la oracién:
z es una ciudad de México

Esta oracién como esta escrita, no es verdadera ni falsa. Si sustituimos a x por Guadalajara, la
oracién ahora diria
Guadalajara es una ciudad de México

Y se origina una proposicién verdadera, pero si sustituimos a x por Nueva York la proposicién
seria falsa. Vemos que esta proposicion puede ser verdadera o falsa dependiendo del valor que
tome la variable x. En general, una proposicién que contiene una variable puede no ser falsa
ni verdadera mientras no se defina el valor de la variable. Una proposiciéon algebraica es un
enunciado compuesto de expresiones algebraicas que se relacionan por uno de los simbolos =,
£, >, <, > o <. Cualquier proposicién que usa el simbolo igual es llamada una ecuacién'. Por
ejemplo:

20 +3 =17

Es una ecuacion y se lee “dos (por) equis més tres es igual a 17”. Si a x le asignamos el valor de
4, se tiene:

24)+3 =17
Haciendo las operaciones obtenemos 11=17, lo que resulta una proposicion falsa porque 11 no

es igual a 17. Para que la proposicion sea verdadera debemos sustituir un valor de x tal que el
miembro de la izquierda sea igual al de la derecha. Probemos con equis igual a 7 y sustituyamos:

27) +3 =17

'Del latin aequatio, aequationis, que significa nivelacién. Si en lugar de un signo igual existe >, <, > o <, se
llama inecuacién.
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Haciendo nuevamente operaciones tenemos 17 = 17, este valor de x proporciona una proposicién
verdadera. A este valor de la variable que lleva a una proposiciéon verdadera se le llama solucion
o raiz de la ecuacion, asi x = 7 es una solucién o una raiz de la ecuacién 2z + 3 = 17. El proceso
para encontrar la solucién se llama resolucién, esto es, cuando se dice resuelve la ecuacion,
significa encontrar los valores de la variable que hacen cierta la proposicién.

Ejemplo: Si ¢ es un elemento del conjunto {3, 4} ;qué valor de ¢ es raiz de la ecuacién 3t+2 = 147

Recuerda que la raiz o solucién de la ecuacion es aquella que hace verdadera la ecuacion 3t+2 =
14. Probemos con el primer valor de ¢t = 3, esto es, en la ecuacién 3t+2 = 14 sustituimos el valor
de t = 3: 3(3) + 2 = 14, haciendo las operaciones se tiene que 942 = 14 6 11 = 14, el resultado
es falso. Entonces podemos decir que 3 no es una raiz o no es una solucién de la ecuacién.

Usemos ahora, el otro valor ¢ = 4, hacemos lo mismo, sustituimos el valor de ¢ en la ecuacién y
se obtiene 3(4) + 2 = 14, se hacen las operaciones correspondientes y se encuentra que 14 = 14,
asi que 4 si es raiz soluciéon de la ecuacién. También se puede hablar del conjunto solucién y
decir que 4 es el conjunto solucién de la ecuaciéon 3t + 2 = 14.

Puede haber ecuaciones que tengan la misma solucién o conjunto solucién, por ejemplo la ecua-
cién 2s +3 =9 y la ecuacién s + 2 = 5 tienen como solucién s = 3, a éstas se les llama ecua-
ciones equivalentes. Se pueden construir ecuaciones equivalentes, por ejemplo, sumando o mul-
tiplicando por un mismo niimero ambos lados de la igualdad. Veamos, la ecuacién s+ 2 = 5 tie-
ne como soluciéon s = 3, si a ambos lados de la ecuacién le sumamos 7, tenemos

s+24+T7=54+7

Sumando los términos semejantes: s + 9 = 12.

La solucién de esta ultima ecuacion sigue siendo s = 3 porque formamos una ecuacién equi-
valente. Ahora multipliquemos por 3 la ecuacién s + 9 = 12, obtenemos 3s + 27 = 36, s = 3
debe ser solucién de esta ecuaciéon porque sigue siendo una ecuacién equivalente, comprobe-
mos:

Sustituimos 3 en s, 3(3) + 27 = 36 lo que prueba que s +2 =5, s +9 =12 y 3s + 27 = 36, son
ecuaciones equivalentes.

Ejemplo: Encuentra otras dos ecuaciones equivalentes a una de las ecuaciones del ejemplo
anterior, comprueba que lo son, sustituyendo la raiz de la ecuacién original.

Como todas son ecuaciones equivalentes, entonces podemos elegir a cualquiera de las anteriores,
hagamoslo con la siguiente:

35 + 27 = 36

Para encontrar otra ecuacién equivalente restemos el nimero 10 en ambos lados de la ecuacién:

35 +27—-10 =36 — 10
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Esto es: 3s + 17 = 26. Esta ya es una ecuacién equivalente, probemos sustituyendo la solucién
s = 3, que es solucion de la ecuacién original segin vimos en el ejemplo anterior:

3(3) + 17 = 26

6 9+ 17 = 26, esta igualdad es verdadera, entonces s = 3, si es soluciéon de la ecuacién por lo
que las ecuaciones 3s + 27 = 36 y 3s + 17 = 26 son equivalentes.

Encontremos otra ecuacién equivalente partiendo de la ecuacién inicial:

35 + 27 = 36

Ahora en lugar de restar, dividamos entre 9 ambos lados de la ecuacion:

3s+27 36
9 9
Simplificando se obtiene
3s
—+3=4
9 +

Esta es una ecuaciéon equivalente, otra vez se puede comprobar sustituyendo la solucién s = 3
en la nueva ecuacion,

Simplificado: 1 + 3 = 4, que resulta en una igualdad verdadera, lo que comprueba que las
ecuaciones son equivalentes.

. . L1 13 .
Ejercicio: Encuentra tres ecuaciones equivalentes a la ecuacién 56 +2 = 5 cuya solucién es

. 14
un elemento del conjunto < =, = 5.
33
Las ecuaciones que hemos visto antes solamente tienen una variable (z, t, s), con exponente 1
(recuerda que x! = ), por lo que se llaman ecuaciones de primer grado®. La ecuacién 222 —4 =
—3x + 5 es una ecuacién de segundo grado de una variable. En este capitulo revisaremos como
encontrar la solucién de ecuaciones de primer y segundo grado de una variable.

2En el capitulo 2 se definié el término grado de un polinomio.
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Solucion de ecuaciones de primer grado

La ecuaciéon 5m + 4 = —7 es otro ejemplo de ecuacién de primer grado de una variable ya que
solamente hay una variable m y ésta tiene exponente 1; las ecuaciones de primer grado también
son llamadas ecuaciones lineales.

En general una ecuacion de primer grado de una variable es de la forma axz 4+ b = ¢; con a # 0.
Casi siempre los libros de matematicas usan como variable x en las ecuaciones, pero la variable
puede nombrarse de acuerdo al problema que se esté resolviendo como veremos mas adelante.

Resolver una ecuacion quiere decir encontrar el conjunto solucién o la soluciéon de una ecuacién,
como ya lo mencionamos esto significa encontrar el valor de la variable que hace verdadera la
igualdad. Podriamos hacerlo por prueba y error, es decir, ir sustituyendo ntimeros en la variable
hasta encontrar la solucién, pero esto es impractico. Las ecuaciones en general se resuelven
partiendo de la ecuacién dada y obteniendo una serie de ecuaciones sencillas que tienen como
objetivo despejar la variable, o aislarla de un lado de la ecuacién, veamos un ejemplo con la
ecuaciéon que iniciamos esta seccién.

Ejemplo: Resuelve la ecuacion bm + 4 = —7. Tenemos que encontrar el valor de m que haga
verdadera la igualdad. Para eso vamos a encontrar una serie de ecuaciones equivalentes que nos
deje despejada la variable m. Entonces restemos a ambos lados de la ecuacién el namero 4:

om+4—-—4=-7-4

Simplificando los términos semejantes tenemos:

5m+ 0= —11

Esto es: bm = —11

Esta ecuacién es equivalente a la ecuacion con la que iniciamos, esto significa que sigue teniendo
la misma solucién. Nota que ya estamos “aislando a la variable m”. Ahora vamos a dividir entre
5 ambos lados de la ecuacién para encontrar otra ecuacion equivalente, asi:

5m
Como = = m entonces

—11 11
m—=—— — ——

5 5

Hemos llegado a una ecuacion equivalente en donde m estd despejada, este valor de m debe ser
solucion de la ecuacién con la que iniciamos porque son equivalentes. Probemos sustituyendo
este valor de m en la ecuacién inicial bm + 4 = —7.

11
5(——) +d4=-7
( 5>+
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11
Como 5 5 )= —11, entonces —11 + 4 = —7, lo que es verdadero, por lo tanto hemos

comprobado que el valor de la variable que sustituimos es solucién de la ecuacion.

Resumiendo el procedimiento, para resolver la ecuaciéon despejamos la variable a través de en-
contrar ecuaciones equivalentes que vayan dejando la variable aislada de un lado de la ecua-
cién. Entonces no podemos elegir cualquier operacién y cualquier ntimero, esto es, debemos ele-
gir restar, sumar, dividir o multiplicar por un ntimero que permita despejar a la variable de
la ecuacion.

Para resolver ecuaciones tendras que aplicar todas las propiedades que has aprendido de arit-
mética y algebra, ademas de practicar mucho.

2v
Veamos otro ejemplo: Resuelve la ecuacién 5 — 3 = -9.
En ecuaciones de este tipo, donde existen fracciones de la variable, lo recomendable es empe-
zar por encontrar una ecuacién equivalente en donde estas fracciones desparezcan, esto se lo-
gra multiplicando por un numero igual al denominador, veamos cémo funciona. Para este ca-
so particular, multipliquemos ambos lados de la ecuacién por 3 que es el denominador de

la fraccién,

3 <5 - %”) — 3(-9)

Aplicando la propiedad distributiva en el lado izquierdo de la ecuacién y realizando las multi-
plicaciones correspondientes, tenemos:

15 —

Observa que el 3 multiplica y divide a 2v, esto es como si 2v estuviera multiplicado por 1, de
esta manera ya no aparece la fracciéon en la ecuacion y queda:

15 —2v = -27

Ahora parece mas simple la solucién, pues se parece a los ejemplos anteriores. Recuerda que el
objetivo es despejar a la variable v. Si se resta 15 en ambos lados de la ecuacién, tenemos:

15 —-15—-2v =-27-15

En el lado izquierdo 15 menos 15 es cero y se obtiene:

—2v=-27-15

Hemos dejado el —15 del lado derecho para que notes algo que quiza hayas aprendido, pareceria
que el 15 ha brincado del lado izquierdo al lado derecho con signo contrario. En realidad estamos
obteniendo ecuaciones equivalentes haciendo operaciones en ambos lados de la ecuacién, después,
cuando te vuelvas experto, no serd necesario que hagas todo el procedimiento, podréas hacerlo
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en automadtico y tal vez vuelvas a estos brincos de un lado a otro. Seguimos, si se hace la suma
de los niimeros negativos de la derecha y se divide entre 2 ambos lados de la ecuacion, se tiene
que:

v 42
2 2
Simplificando, obtenemos —v = —21. Hemos despejado el negativo de la variable v, para tener la

variable v positiva, basta con multiplicar por —1 ambos lados de la ecuacién, es decir —1(—v) =
—1(—21), 6 v = 21. Hemos llegado a la solucién, ahora comprobemos sustituyendo la solucién
en la ecuacién inicial:

Haciendo las operaciones,

0—14=-9

Resulta una igualdad verdadera y por lo tanto v = 21 es solucién de la ecuacién. Hay otros casos
donde la fraccién suma o resta a la variable, en ese caso basta con aplicar las operaciones suma
o resta segin el caso, por ejemplo, en la ecuacién 3/5 + z = 2, no es necesario multiplicar por
un nimero, simplemente resta % en ambos lados y la variable z quedard despejada, observa los
dos casos con fracciones que hemos tratado ;notas la diferencia?

En todos los ejemplos que hemos tratado no ha sido necesario trabajar con la ecuacién antes de
comenzar su solucién, habra ocasiones en las que antes de proceder a la solucién se tengan que
agrupar términos, por ejemplo, veamos la siguiente ecuaciéon

5m—6=3m —38

Para resolver esta ecuacién, lo primero es agrupar los términos semejantes, como ya los has
hecho en los ejercicios de polinomios.

Ejercicios:

Resuelve paso a paso las siguientes ecuaciones y comprueba la solucién que encuentres.

3

1. -h+3=-9
1 +
7 3

2. -t+-=-6
3 +2
6y —7

3. 1 =5
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4—-5¢0 2
—t+=—=30+2

5 +3 30+
62—7+3z—5_5z+78
4 728

A veces, lo maés dificil no es resolver la ecuacién, sino plantear una ecuacién que resuelve cier-
to problema. Te recomendamos consultar el cuadernillo Traduccion de lenguajes para que desa-
rrolles tus habilidades para plantear ecuaciones. En los siguientes ejercicios plantea la ecua-
cién y resuélvela.

Ejercicios propuestos:

6.

10.

11.

12.

Cierto pan dulce tiene 10 Cal menos que el doble de las que contiene una rebanada de
pan blanco. En la tabla de dieta dice que si te comes ambos, consumiras 185 Cal en total.
(Cuéntas calorias tiene el pan blanco y cuantas el pan dulce?

. El largo de un terreno rectangular excede en 25 m al doble de su ancho, si se necesitaron

650 m de malla de alambre para cercarlo. jCuéles son las dimensiones del terreno?

. Cata y Marcos, que son novios, quedaron de encontrarse en un aeropuerto que esta en linea

recta y entre los aeropuertos de las ciudades donde viven. El avion de Cata viaja a 600
km/h y la avioneta de Marcos a 320 km /h. Si salen al mismo tiempo de sus aeropuertos que
estdn a 1380 km de distancia jcuéntas horas necesitan para encontrarse? (Puede ayudarte
hacer un esquema).

. Un camién de carga sale de Guadalajara a las 5 AM a una velocidad de 30 km/h. A las 7

AM sale del mismo punto una camioneta que viaja a 50 km/h. ;jAlcanzarad la camioneta
al camién de carga? ;A qué hora?

Se requiere una aleaciéon que contenga 5 g de oro en 10 g de aleaciéon. ;Qué tanto de una
aleacién que contiene 6 g de oro en 10 g de aleacién se debe fundir con otra que contiene
3 g de oro en 10 g de aleaciéon?

En una feria del libro se vendieron 600 libros, algunos en ediciones de bolsillo a $35.00
cada uno y el resto con pasta dura a $50.00 cada uno. El ingreso total fue equivalente al
del ultimo afio cuando se vendieron el mismo niimero de libros a un precio promedio de
$40.00 por libro. ;Cuéntos libros de cada precio se vendieron en esta feria del libro?

;.Cudntos kg de café de $210.00 por kilogramo se deben mezclar con 24 kg de café de
$150.00 para obtener una mezcla que se debe vender a $170.00 el kg?
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13. Escribe la ecuacién que representa: el area sombreada

a) de las siguientes figuras:

2
h_

b) de un tridangulo rectangulo cuya hipotenusa es el didmetro de la circunferencia y las
partes sombreadas son aquellas que quedan fuera del triangulo.

14. Un quimico tiene dos soluciones de acido sulftrico. La primera tiene la mitad de acido
sulfurico y la mitad de agua. La segunda contiene tres cuartas partes de dcido y un cuarto
de agua. Desea obtener 10 litros que tengan dos tercios de acido y un tercio de agua
(Cuantos litros de cada solucién se tienen que utilizar?

15. Se desea dibujar un triangulo con uno de sus angulos 12° mayor que otro y cuyo tercer
angulo sea 12° menor que la suma de los dos primeros ;Cudnto mide cada angulo?

16. A una obra de teatro montada por una escuela asistieron 115 personas que dejaron en
taquilla $256.50. Los estudiantes pagaron $1.50 y los demaés $3.50 ;Cuantos estudiantes
asistieron?

9.2. Ecuaciones de segundo grado en una variable

Una ecuacién de segundo grado (o ecuacién cuadratica) es aquella que puede reducirse a la forma
ar? +bx 4+ c =0 en donde a # 0. Si b y ¢ también son diferentes de cero la ecuacién se llama
ecuaciéon de segundo grado completa. Si b o ¢ son iguales a cero, la ecuacion se llama incompleta.

Al igual que con las ecuaciones de primer grado, resolver una ecuacién de segundo grado consiste
en averiguar qué valor o valores hacen cierta la propuesta. A diferencia de las ecuaciones de
primer grado, no todas las ecuaciones de segundo grado tienen solucion, y algunas tienen hasta
dos soluciones posibles: el término A = b — 4ac, llamado discriminante, nos dice si la ecuacion
tiene una o dos soluciones o si no la tiene.

Si el discriminante es menor que 0, la ecuacién no tiene solucién en los reales®; si es 0 la ecuacién
tiene una unica solucién y si es mayor que cero la ecuacién tiene dos soluciones.

< 0 no hay solucién
A< =0 1 solucion
>0 2 soluciones

3Pero se tienen dos soluciones en los niimeros complejos.
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Ejemplo: ; Cudntas raices tiene la ecuacién 222 — 4z 4+ 2 = 0?

El discriminante de esta ecuacién es A = (—42) =4 x2x2 =0
Por tanto esta ecuacién tiene una tinica solucion.

Resoluciéon de una ecuaciéon de segundo grado cuando b =10

La ecuacién es del tipo az? + ¢ = 0, restemos ¢ a ambos lados de la ecuacién:

ar’+c—c=—c
az? = —c¢, dividamos ambos miembros sobre a
az? c
a a
2 c 1 .
r° = —— elevemos a la 5 ambos miembros:
a

c
T =E4/——
a

Ejemplo: Encuentra las raices de la ecuaciéon 522 — 2 = 0.

El discriminante de esta ecuacién es 40, por tanto la ecuacién tiene dos raices:

522 = 2

2
2—_
T 75

r1 = +0.63; xo = —0.63

Resoluciéon de una ecuaciéon de segundo grado cuando ¢ =10

Si ¢ = 0, la ecuacién es de la forma ax? + bz = 0. Para resolver la ecuacién, la forma maés sencilla
es sacar el factor comin: xz(az + b) = 0, de donde se deduce que una de las raices serd igual a
cero y la segunda raiz la calculamos de (ax 4+ b) = 0 y despejamos a z como aprendiste en las

ecuaciones de primer grado. Entonces 1 =0, 19 = —
a
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Ejemplo:
Encuentra las raices de la ecuacién 2.522 + 1.52 = 0

Factorizando: (2.5 + 1.5) = 0 de donde 1 =0y 2.529 + 1.5 =0

2.5x9 = —1.5

To = - =—0.6

1.5
2.5

Resoluciéon de una ecuaciéon de segundo grado completa

Una ecuacién de segundo grado completa es aquella en la que a, b y ¢ son todos diferentes de
cero. Por ejemplo la ecuacién 2z2 + 142 — 200 = 0; para resolver este tipo de ecuacién basta con
aplicar la muy conocida féormula:

—b+ b2 — 4dac
xr = 5 (9.2)

Ejemplo:
Encuentra las raices de la ecuacién 2z2 4+ 14z — 200 = 0

En esta ecuacién a = 2, b = 14 y ¢ = —200. Sustituyendo estos valores en la ecuacién 9.2
tenemos:

—14 + \/142 — 4 x 2 x (—200)
2x2

xTr =

~ —14 £+ /196 + 1600

. 1

—14 + /1796
T

—14 £ 42.38
4

€Tr =

14+ 42.38
T = % = 7.095

To = w = —14.095
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Ejercicios propuestos:

17. Examina el signo del discriminante, determina si la ecuacion tiene solucion y cuantas raices
tendra. En caso de que la ecuacién tenga soluciones, calcula sus raices.
a) 122+ 92 4+6=0
b) 922 — 6 =0
¢) ba? 4 11.50 —2.5=0
d) 0522 —2—05=0
e) 202+ —-3=0

18. Determina las raices de las siguientes ecuaciones

0.7522 — 2.25 = 0

22 +32+2=0

72?2 — 322 =15

22+ 4.6 x 1073z = 2.898 x 1074
42% +0.04912 + 0.0000747 = 0

19. Formula una ecuacién que cumpla con tener:

a) dos raices diferentes

S

dos raices iguales

o

U

)
)
) una raiz igual a 3 y la otra igual a 4
) las dos raices iguales a 1/3

)

1
e) una raiz igual a R la otra, 3

3 7
f) 951——5 Yy 952—3

g) una raiz igual a 3 y la otra = —3
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9.3. Sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas

Recordaras que la solucién de una ecuacion lineal (o de primer grado) de una sola variable, es un
nimero. Si la ecuacién contiene a dos incégnitas, debemos esperar a dos niimeros como solucién
de la ecuacién. Por ejemplo, digamos que Maria tiene dos cuentas de banco y, en total, la suma
depositada en ellas es $15,000. Si nombramos a la suma depositada en el Banco de la Alegria
como x vy y a la cantidad que tiene Maria en El Banco de la Ilusién, podemos escribir:

x = “cantidad, en pesos, en el Banco de la Alegria”

y = “cantidad, en pesos, en el Banco de la Ilusiéon” y, por tanto:
x + y = 15000. (9.3)

Esta ecuacién se llama ecuacién lineal (o de primer grado) con dos incégnitas. Observa que hay
muchos pares de nimeros que satisfacen a esta ecuacién: x = 10,000, y = 5,000; = = 1,000,
y = 14,000. .. Para obtener la solucién a esta ecuacion, debemos darle un valor a una de las
incognitas y encontrar el valor de la segunda incognita:

10000 + y = 15000

x + 14000 = 15000
Cada par de valores (x,y) es una solucién de la ecuacién lineal con dos incégnitas —cabe la
posibilidad de que = = y.

De forma general podemos escribir a una ecuacién lineal con dos incégnitas como
axr +by=c (9.4)

en donde a y b son los coeficientes y ¢ es el término independiente; la solucién de la ecuacion es
cualquier par de nimeros que sustituidos en lugar de z y y verifican la igualdad.

Regresemos a los ahorros de Maria. Si, ademés de saber el total de sus ahorros depositados en
los bancos, sabemos que en el Banco de la Ilusiéon, Maria tiene el doble que en el Banco de la
Alegria, podemos escribir

y =2z (9.5)
Esta es una nueva condicién que se debe cumplir para las dos incognitas definidas:

r+y=15000 y y=2z

Si resolvemos dos ecuaciones lineales que involucran a dos variables distintas, simultaneamente,
esperamos obtener dos nimeros y escribimos esta solucién como un par ordenado. Estos dos
nimeros (uno para cada incognita) deben satisfacer a ambas ecuaciones a la vez. Escribamos en
una tabla los valores de x y de y que satisfacen a cada ecuacién de manera individual:
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Soluciones de la ecuacién (9.3)
z | 1,000 2,000 4,000 5,000 6,000 | 7,000
y | 14,000 | 13,000 | 11,000 | 10,000 | 9,000 | 8,000

Soluciones de la ecuacién (9.5)
z | 1,000 | 2,000 | 4,000 | 5,000 | 6,000 | 7,000
y | 2,000 | 4,000 | 8,000 | 10,000 | 12,000 | 14,000

Observamos que existe un valor de x tal que se genera el mismo valor de y en ambas ecuaciones:
x = 5,000 produce y = 10,000 en las ecuaciones (9.3) y (9.5). Esto es z = 5,000 y y = 10,000

es una proposicién verdadera en ambos casos.

Definimos entonces: Un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incégnitas es un par
de ecuaciones del tipo:

ar +by =c (9.6a)

adr+by="< (9.6b)
donde a, b, c,a’, b, ¢ son nimeros reales

la solucién del sistema de ecuaciones es el par de valores que es solucién de las dos ecuaciones
a la vez. A estas ecuaciones también se les conoce como ecuaciones simultaneas de primer
grado o lineales.

Solucién de ecuaciones simultaneas de primer grado

FExisten tres métodos para resolver un sistema de ecuaciones simultaneas: sustitucion, eliminacién
o reduccion e igualacién. Con la practica elegirds rapidamente el método mas conveniente.

Método de sustitucién o método de despeje
Este método consiste en despejar de una de las dos ecuaciones a alguna de las variables y sustituir
el resultado en la segunda ecuacién.

—2rx+y=2 (9.7)

r+y=—1 (9.8)
Despejemos a x de la ecuacién 9.8

r=—-y—1 (9.9)

Sustituimos ahora la ecuaciéon 9.9 en la ecuaciéon 9.7:

—(—y—1)4y=2 (9.10)
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y despejamos a la variable y de la ecuacién resultante (ecuacién 9.10):
2+2+y=2
3y=20

Una vez encontrado el valor de y (y = 0), lo sustituimos en la ecuaciéon 9.9 y resolvemos para x:

r=—(0)—1
r=-—1

Entonces el par (—1,0) es la solucién del sistema de ecuaciones dado por 9.7 y 9.8.

Comprobemos lo anterior sustituyendo en las ecuaciones 9.7 y 9.8 los valores encontrados:

—2(~1)4+0=2
~140=—1

Escribamos los pasos del método de sustitucién:

1. Despeja una de las ecuaciones para x o para y.

2. Sustituye la expresiéon resultante del primer paso en la segunda ecuacion. Esto genera una
ecuaciéon con una sola variable (y o x).

3. Resuelve la ecuacion anterior para la variable.

4. Sustituye, en cualquiera de las ecuaciones originales, el valor resultante del paso anterior;
despeja para encontrar el valor de la segunda variable.

5. Comprueba la solucion sustituyendo, en ambas ecuaciones, los valores numéricos encon-
trados para x y para y.

Método de eliminacién o reduccién o método de suma y resta

Este método consiste en eliminar a una de las dos variables, ya sea porque tienen el mismo
coeficiente en ambas ecuaciones o porque podemos, mediante una simple operacién, ponerla con
el mismo coeficiente en ambas ecuaciones.

52 + 6y = 20 (9.11)

Az — 3y = —23 (9.12)

Si multiplicamos la ecuacién 9.11 por dos, generamos:

8x — 6y = —46 (9.13)
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Como observaras, las ecuaciones 9.11 y 9.13 tienen a y presente con el mismo coeficiente, 6, pero
de signo contrario.

Sumamos ambas ecuaciones (9.11 y 9.13):

132 = —26 (9.14)

y podemos despejar a x:

r=—2

Ahora simplemente sustituimos este valor en cualquiera de las dos ecuaciones originales, para
obtener el valor de y:

5(—2) 4 6y = 20

6y = 20 + 10
30
:_:5

=%

El par (—2,5) es solucién de las ecuaciones 9.11 y 9.12. Comprobemos esto sustituyendo los
valores en las ecuaciones originales:

5(—2) 4 6(5) = 20

4(=2) — 3(5) = —23

Significa que hemos resuelto correctamente el sistema de ecuaciones.

Escribamos los pasos del método de eliminacién:
1. Multiplica a las ecuaciones por algin factor, o factores, que iguale el valor numérico de los
coeficientes de alguna de las variables, pero con signo contrario.
2. Suma las dos ecuaciones; esto eliminara a una de las variables.
3. Despeja la tinica variable de la ecuacién resultante del paso anterior.

4. Sustituye el valor encontrado en cualquiera de las ecuaciones originales y despeja a la
segunda variable.

5. Comprueba la solucion sustituyendo, en ambas ecuaciones, los valores numéricos encon-
trados para x y para y.
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Método de igualacion
Este método consiste en despejar, de ambas ecuaciones, a una de las incégnitas e igualar a las
ecuaciones resultantes para despejar a la otra incégnita, veamos un ejemplo:

Tr+4y =13 (9.15)
Sz —2y =19 (9.16)
Despejemos = de ambas ecuaciones:
13-4
=B (9.17)
7
1942
v = ; Y (9.18)

Igualemos las ecuaciones 9.17 y 9.18

13-4y  19+2y
7 5

ahora despejemos y

5(13 — 4y) = 7(19 + 2y)
65 — 20y = 133 + 14y

14y + 20y = 34y = 65 — 133 = —68
—68

%
Y=

Una vez que conocemos el valor de y, podemos sustituirlo en cualquiera de las ecuaciones origi-
nales para despejar x. De la ecuacién 9.16:

bu=19+2y =19+2(-2) =15
15

3
5

x

El par (3,—2) es la solucion al sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones 9.15 y 9.16

Por supuesto, debemos comprobar este resultado. Sustituyamos los valores encontrados en las
ecuaciones originales:

7(3) + 4(—2) = 13
—2(=2) =19

por lo que resolvimos correctamente el sistema de ecuaciones.

Escribamos los pasos del método de igualacion:
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1. Despeja a la misma variable de las dos ecuaciones del sistema.

2. Iguala las ecuaciones resultantes del paso anterior y resuelve para la variable que no fue
despejada.

3. Sustituye el valor encontrado en el paso dos en cualquiera de las ecuaciones originales y
despeja la otra variable.

4. Comprueba la solucion sustituyendo, en ambas ecuaciones, los valores numéricos encon-
trados para x y para y.

Tipos de sistemas de ecuaciones
Los ejemplos anteriores tienen una tnica solucién, un solo par (x,y) que resuelve correctamente
a ambas ecuaciones y se llaman sistemas consistentes e independientes.

No todos los sistemas de ecuaciones tienen una tnica solucién. A los sistemas de ecuaciones que
tienen un ntmero infinito de soluciones se les llama sistemas consistentes y dependientes:

r+y=4 (9.19)

20+ 2y =8 (9.20)
Resolvamos este sistema multiplicando a la ecuaciéon 9.19 por —2:
—2(z+y)=—-2(4)
—2r — 2y = —8
Sumemos ambas ecuaciones:
—2x -2y +2x+2y=—-8+8

El resultado de esta suma es: 0 = 0.

Hemos llegado a una identidad verdadera (0 = 0) que se cumple para cualquier valor de x y de
y; el sistema de ecuaciones es consistente y dependiente. Si analizamos al sistema sin resolverlo
vemos que la ecuacién 9.20 es simplemente el doble de la 9.19, las dos ecuaciones tienen la misma
informacién y, por tanto, no son ecuaciones independientes.

Otro grupo de sistemas de ecuaciones es aquél que no tiene solucién. A este grupo se le conoce
como inconsistente.

z+y=6 (9.21)

z+y=S8 (9.22)

Resolvamos por el método de igualacién, despejando a x:
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Tgualando estas dos ecuaciones:

—y+y=8-6
0=2

Hemos encontrado una identidad falsa —cero no es igual a dos. Esto nos indica que el sistema de
ecuaciones no tiene solucién. Analicemos las ecuaciones 9.21 y 9.22 ;es posible que dos ntimeros
cualquiera (z y y) generen sumas diferentes?

Ejercicios resueltos:

1. Encuentra dos nimeros que sumen 100 y cuya diferencia sea 40.
Solucién:
Etiquetemos a los dos nimeros como a y b; sabemos que suman 100 y su diferencia es 40:
a+b=100; a — b =40
Despejemos a de la primera ecuacion y sustityamos este resultado en la segunda:
a = 100 — b entonces (100 — b) — b = 40
Resolvamos para b:
—2b = —60 por lo tanto, b = 30
de esta manera, encontramos que a = 100 — 30 = 70.

2. La razén de dos nimeros es %. Si sumamos 10 unidades a cada nimero, la fraccién corres-
pondiente es % . Cuéles son esos niimeros?

Solucién:
Sean a y b los dos ntimeros. La primera proposicién nos dice: § = % y la segunda, ‘gﬂg = %
Pondremos estas ecuaciones en formas mas usuales:
4a = 3b
14(a + 10) = 11(b + 10)
14a + 140 = 116+ 110
14a — 116 = 110 — 140 = —-30
Por tanto tenemos el siguiente sistema de ecuaciones para resolver:
4a —3b=0 (9.23)
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14a — 11b = —30 (9.24)

Resolvamos por el método de eliminacién: Si multiplicamos la primera ecuacién por 11 y
la segunda por 3, el coeficiente de b tendra el mismo valor en ambas ecuaciones:

44a — 33b =0 (9.25)

42q — 33b = —90 (9.26)

Restamos las ecuaciones 9.25 y 9.26:
44a — 42a = 90 y despejamos a:
_9% _
=5 =
Sustituimos ahora el valor de a en la ecuacién 9.25:
44(45) — 33b = 0 y despejamos:

_ 1980

a 45

33b =1980 .. b = ETE 60
Comprobemos el resultado:
a 45 3

5w 1Y

a+10 45+10 55 11
b+10 60+10 70 14

. La equivalencia entre grados Celsius y Fahrenheit estd dada por:

5
°C = §(°F —32) (9.27)
., Cuando serd la temperatura en °C igual a la temperatura en °F?
Solucién:

La ecuacion 9.27 nos permite convertir el valor de la temperatura de la escala Fahrenheit a

la escala Celsius —o centigrada; tenemos entonces una ecuacion y nos falta otra para tener

un sistema de dos ecuaciones simultaneas. Sean z la temperatura en °C y y la temperatura
[}

en °F:

5 .y [
T = §(y — 32); la segunda ecuacién, entonces, serd: z =y
Sustituimos a = en la primera ecuacién:

y = §(y — 32) y despejamos y:

9
9y = 5y — 160
4y = —160
—160
= ——=-40
Y=y
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Asi, a —40°, ambas escalas de temperatura coinciden en el valor numérico.

Comprobemos el resultado sustituyendo en la ecuacion original:

5 )

—40 = —(—40 — 32) = = (—72) = —40
= )= 5(-72)

Ejercicios propuestos:

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales. Para cada sistema, especifica si es con-
sistente independiente, consistente dependiente o inconsistente. No olvides comprobar tus resul-
tados.

20.
21.
22.

23.

24.
25.
26.

r=2y+1, y=2x+1
r=3y+2, y=3z+2
dr =442y, 2x0—y=—4

r 3y b
Ty T 1TR T

y=2>5x+4+72; y=3z+70

Y

r+2y=4; 2y—z=0

y=4—-2x; 2y+4x =28

Resuelve los siguientes problemas.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

En la cafeteria del barrio venden 2 tipos de café. El café Caracolillo es més caro que el
Planchuela: el primero cuesta $250 y el segundo, $200 por kilogramo. Un cliente desea
comprar 10 kg de una mezcla tal que tenga un costo $2,200 en total. ; Cuéntos kg de cada
tipo de café obtendra el cliente?

Juan, electricista, cobra $80 por hora de trabajo més $240 por el servicio a domicilio.
Pedro cobra $100 la hora y $200 por el servicio. ;Cuédntas horas tiene que trabajar Juan
para ganar lo mismo que Pedro?

Las ecuaciones para los resistores en un divisor de voltaje deben cumplir con los siguientes
requisitos: Ry = 3Ro; R1 + Ro = 400. ;Cuéles son los valores de las resistencias?

Guillermo tiene $300 en monedas de $5 y $10; las monedas de $5 son el doble que las de
$10. ;Cuéntas monedas de cada tipo tiene Guillermo?

Si Emma maneja desde su casa hasta el trabajo a 80 km/h, llega 10 minutos mas temprano
que si conduce a 60 km/h. ;Qué distancia recorre Emma para ir a trabajar? Considera
que las velocidades son constantes.

Maria deposité en el banco $25,000 a dos tasas de interés distintas: una parte al 7.5 % anual
y el resto al 6%. Un afio después, Maria recibié $1620 de interés por ambos depdsitos.
Cuanto dinero invirtié Maria en cada cuenta?
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32. La madre de Luis tiene 26 anos mas que él y dentro de 3 afnios tendra el triple. ;Qué edad
tiene cada uno?

33. 55, 176, 539 y 1628 son ntmeros obtenidos multiplicando, a partir del primero, por = y
aniadiendo y. Ambos niimeros son enteros positivos. A qué es igual x + y?

34. El area del rectangulo es 600 unidades cuadradas. Cuando se multiplica por si misma la
diferencia entre el largo y el ancho y el resultado se multiplica por 9, da una superficie
equivalente al cuadrado construido sobre el lado largo. ;Cudles son el largo y el ancho
del rectangulo?

35. -Si ti me das un camello, tendremos el mismo nimero de camellos.
-Si. Y si tt me das un camello tendré el doble de los que te queden.

;,Cuantos camellos tiene cada personaje?

36. Luis necesita 20 horas para pintar una barda. Jorge requiere 30 horas para pintar otra barda
igual. a) ;Cuédnto tiempo requieren para pintar una barda juntos? b) ;Cudnto tiempo
emplearian un Luis y tres Jorges? c¢) Si en la barda pueden trabajar cuatro personas
maximo jcuantos Luises y Jorges son adecuados?

37. Un frasco con 15 caramelos pesa 90 gramos, cuando se le han sacado 6 caramelos pesa 72.
;,Cual es el peso del frasco vacio?

38. En un zoolégico, donde hay cuadripedos y aves, un visitante conté 30 cabezas y 100 patas.
;,Cuantas aves y cuantos cuadripedos hay?

39. Un tanque puede llenarse con el grifo A en 10 minutos. Con el grifo B se llena en 20
minutos. ;Cuénto tiempo se requiere para llenar el tanque con ambas llaves?

40. Dos automéviles recorren una pista de pruebas a velocidad constante. El primero de ellos
se mueve a 120 km/h y el segundo, a 160 km/h. El segundo auto comienza su recorrido
30 minutos después que el primero. ;A qué distancia y en cuanto tiempo el segundo auto
alcanzard al primero?

9.4. Interpretacion grafica de las soluciones a las ecuaciones

Las graficas para los cientificos y los ingenieros son muy importantes porque en ellas se resume in-
formaciéon que puede interpretarse facilmente —claro, si se sabe cémo interpretarla. Por ejem-
plo, los ingenieros biomédicos traducen las senales de resonancia magnética nuclear a grafi-
cas que representan a los tejidos observados, asi como otros especialistas pueden hacer mode-
los mateméticos traduciendo las gréaficas obtenidas de sus experimentos a funciones.*

En esta seccion aprenderdas, para empezar, como representar graficamente las soluciones a las
ecuaciones de primer y segundo grado, asi como a interpretarlas. Mas adelante en tus cursos
avanzados, hards graficas e interpretaciones de mayor complejidad.

1E] concepto de funcién serd retomado en el capitulo 10.
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Ecuaciones lineales en dos variables

Como habiamos visto en la seccién 9.1, una ecuaciéon de primer grado también se llama ecuacién
lineal, debido a que su representacién es una linea recta. Veamos un ejemplo, considera la funcion
y = 3z + 6 y comparala con la funcién ordinaria de la recta que es y = mx + b. Nota que tienen
la misma forma, podemos identificar entonces a la pendiente, m = 3 y la ordenada al origen,
b = 6. Si graficamos la funcién, dandole valores arbitrarios a = obtenemos la Figura 9.2, que
es una linea recta; nota que la recta cruza al eje de las ordenadas (eje y) en 6 cuando =z = 0,
recuerda que ésa es la ordenada al origen.

14

12 y=3x+6

10

Figura 9.1: Representacion grafica de una funcién lineal.

Si hacemos y = 0 en la funcién tendremos el caso particular de la ecuacién de primer grado
3z + 6 = 0. Si despejamos la variable x, obtenemos que x = —2. Observa que, en la Figura 9.2,
cuando la recta cruza el eje de las z, o sea cuando y = 0, el valor de x es igual a —2, esto es la
solucién de la ecuaciéon 3z 4+ 6 = 0. Resumiendo, la solucién o raiz de la ecuaciéon 3z + 6 = 0,
representa el valor en el que la recta cruza al eje de las x, que es el caso particular de y =0y
es la abcisa al origen.

Retomemos la ecuacién 3t+2 = 14 que vimos en la seccién 9.1, esta ecuacién como todas las que
tratamos en ese capitulo, puede escribirse en la forma 3t — 12 = 0, donde hemos agrupado los
términos independientes del lado izquierdo de la ecuacién. Ve que en esta ecuacién, como en la
anterior, la expresion del lado izquierdo es la ecuaciéon de una recta, y = 3t — 12, con pendiente
m = 3 y ordenada al origen, —12 ;Cudl es la solucién de la ecuacién 3t — 12 = 0? Déandole
valores a t obtenemos la recta de la Figura 7?7 y buscamos el valor de t donde la recta cruza al
eje de las abscisas, esto es cuando t = 4, que es la solucién de la ecuacion.

De manera general, podemos decir, que la solucién de una ecuacién de primer grado con una
variable, de la forma ax + b = 0, es el valor de la variable cuando la recta cruza el eje de las
abscisas. Nota que éste puede ser un método grafico de resolver ecuaciones. Los ejemplos puestos
aqui son muy sencillos y puede parecerte innecesario usar este método, pero habra casos que sea
mas sencillo utilizar este método que el despeje de la variable.
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y=3t—12

Figura 9.2: Representacion grafica de la ecuacién de primer grado 3t — 12 = 0.

Otro caso relevante de interpretacién grafica de ecuaciones, fue revisado en la seccion 4.1 de la
parte I, donde vimos que la relacién directamente proporcional se representa como una linea
recta con la particularidad de que b, la ordenada al origen, es cero.

Las ecuaciones de primer grado con dos incognitas también pueden ser vistas como rectas.
Veamos un ejemplo:

Carmen va a la tienda a comprar dulces y chocolates, los dulces cuestan $1.00, y los chocolates
$2.00. Ella lleva $15.00 para gastar, por lo que tiene muchas posibles combinaciones para comprar
dulces o chocolates de tal forma que gaste completamente sus 15.00 pesos jCudles son éstas?

Si representamos el niimero de dulces de $1.00 con una d (nimero de dulces), el costo total de
dulces podemos representarlo como 1.00d. Si al ntimero de chocolates de $2.00 los nombramos
como c¢, el costo de estos serd 2.00c. Podemos representar la compra de Carmen con la ecuacién:

1.00d + 2.00¢ = 15.00 (9.28)

En la Tabla 9.1 se enlistan algunas posibles combinaciones de dulces y chocolates que podria
comprarse Carmen, pero solamente algunas de ellas satisfacen la igualdad. Dicho de otra manera,
son solucién de la ecuacién; estamos considerando que los dulces y los chocolates sélo pueden
comprarse enteros (lo cual no estd lejos de la realidad).

Tabla 9.1 Combinaciones de dulces y chocolates que podria comprar Carmen.
| P [d]c]| 1.00d+2.00c=15.00 | ;Es solucién? |

P, [0 ]7]1.00(0) + 2.00(7) # 15.00 No
Py | 1| 7] 1.00(1) + 2.00(7) = 15.00 St
P3| 3|6 | 1.00(3) + 2.00(6) = 15.00 St
P3| 5|5 1.00(5) + 2.00(5) = 15.00 St
P5 | 7 | 3] 1.00(7) + 2.00(3) # 15.00 No
Pg | 9 | 3] 1.00(9) + 2.00(3) = 15.00 St
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Las combinaciones de dulces y chocolates de la Tabla 9.1 pueden ser interpretadas como pares
ordenados (d, ¢) y se pueden representar en una gréafica como la que se muestra en la Figura 9.3.

¢ = numero de chocolates

12
10 Soluciones de la ecuacién
\8\ 1.00d + 2.00 ¢ = 15.00
P
Ps P

Py

4
2
0
-2 0 2 4 6 8 10 12 14 18
d = numero de
-2

Figura 9.3: Gréfica de los pares ordenados de la Tabla 9.1.

En la grafica se observa que aquellos puntos que no son solucién de la ecuaciéon, quedan fuera
de la recta que forman los pares ordenados (d,c) que si son solucion. En este caso obtenemos
una recta porque los exponentes de las variables (d y ¢) son uno y por lo tanto tenemos una
ecuaciéon de primer grado con dos variables, nota que es diferente a cuando solamente se tiene
una variable, que es lo que vimos arriba. Asi, la grafica de las soluciones de una ecuacién de
primer grado con dos variables también se representa con una linea recta.

Si quisiéramos tener una solucién unica para la ecuacién 9.28 tendriamos que conocer otra
ecuacién que relacione las dos variables, es decir, tendriamos un sistema de ecuaciones lineales
(o de primer grado). Por ejemplo, podriamos decir que Carmen compr6 ocho golosinas en total
(dulces y chocolates), esto es:

d+c=38 (9.29)

Las ecuaciones 9.28 y 9.29 forman un sistema de ecuaciones que ya puedes resolver por
cualquiera de las técnicas que aprendiste en la Secciéon 9.3. Al resolver este sistema de
ecuaciones, encontrards uno y solamente un par ordenado que cumple con el sistema de
ecuaciones: el par (1,7) o d = 1y ¢ = 7. La solucién de este sistema de ecuaciones
es un punto de la recta de la Figura 9.3. Sin la ecuacién 9.29, la ecuacién 9.28 tiene
varias soluciones.

La ecuacién 9.29, de manera independiente de la 9.28, también es una ecuaciéon de primer grado
con dos variables; al igual que la ecuacién 9.28, admite varios pares ordenados como solucién
y su grafica es una linea recta. Si graficamos las ecuaciones 9.28 y la 9.29 en el mismo plano
coordenado, se obtiene la Figura 9.4. Observa que las dos rectas de la Figura 9.4 se intersecan
en el punto (1,7) que es el par ordenado que resuelve, simultdneamente, a las dos ecuaciones.
De tal manera que podriamos resumir todo este anélisis, de la siguiente manera: una ecuacién
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¢ = numero de chocolates

-1 lo1 2 3 4 5 6 7 3\9101112131415\16\
1 N d = ntimero de dulces

Figura 9.4: Grafica de las ecuaciones 9.28 y 9.29; los circulos corresponden a algunas soluciones de la
primera y los tridngulos a algunas soluciones de la segunda.

de primer grado tiene como representacion grafica una recta; las soluciones de una ecuacion de
primer grado con dos variables (incégnitas) son pares ordenados que trazan una linea recta.
Las graficas de un sistema ecuaciones de primer grado, que tienen solucién unica (sistemas
consistentes e independientes), se intersecan. Asi que hacer la grafica de un sistema de ecuaciones
también te puede ayudar para encontrar su soluciéon. Veamos un ejemplo.

Encuentra la solucién grafica del sistema de ecuaciones:

Az + 3y =18 (9.30)
3wr+y=7 (9.31)

Recordemos que encontrar la solucion de este sistema, usando el método gréfico, significa encon-
trar el punto donde las dos rectas se intersecan. Asi que debemos graficar las dos rectas dando-
les valores numéricos a = y y en cada una de las ecuaciones. Una recta puede trazarse con dos pun-
tos (no es necesario encontrar muchos), busquemos entonces estos puntos para graficar la ecua-
cién 9.30 y otros dos para la ecuacién 9.31. Para hacer mas facil la sustitucién y el despeje, es-
cojamos para la ecuacién 9.30:

4(0) + 3y =18

Ahora, despejemos y:
y==6

De esta manera, tenemos ya un punto para la ecuaciéon 9.30 formado por el par ordenado
(0, 6). Para encontrar el otro punto de una manera sencilla, elijamos ahora, también para la
ecuacion 9.30, y = 0 y despejemos x:

4z — 3(0)=18 (9.32)

Tr=

N ©
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Por lo que, el otro punto es (%, 0). Con estos dos puntos podemos trazar la recta para la ecua-

cién 9.30. Siguiendo el mismo procedimiento, para la ecuacion 9.31 se hace £ = 0 y se despe-
ja y, después se hace y = 0 y se despeja x, encontramos los dos pares ordenados para la ecua-
ci6n 9.31 que son (0,7) y (%, 0). Ahora, se grafican los dos pares ordenados para la ecuacién 9.30
y se unen mediante una recta; en el mismo plano Cartesiano se grafican los pares ordenados pa-
ra la ecuacion 9.31 y también se unen por medio de una recta, como se muestra en la Figura 9.5. El
punto (par ordenado) de interseccién entre las dos rectas es la solucién que satisface ambas ecua-
ciones, en este caso (0.6,5.2), es decir x = 0.6 y y = 5.2. Comprueba este resultado sustituyen-
do la solucién en las ecuaciones 9.30 y 9.31; ademads, usa otro método de los que aprendiste en
la seccién 9.3.

Practica el método grafico, reproduciendo la Figura 9.5 en un papel para graficar. En el mé-
todo grafico es importante seleccionar una escala que nos permita leer, lo mas cercano posi-
ble, los valores de las variables en la grafica. No siempre es posible encontrar los pares ordena-

Ecuacién 9.30

Ecuacién 9.31

05 |0 05 1 15 2&5\3 35 4 45~.5 55 T
11

Figura 9.5: Solucién gréfica de las ecuaciones 9.30 y 9.31.

dos adecuados, sustituyendo x = 0 6 y = 0 en las ecuaciones, algunas veces cuando se hace es-
ta sustitucién, se encuentra que los puntos no hacen posible ver la interseccién entre las rec-
tas. Sin embargo, con este primer intento se pueden visualizar las rectas y buscar un valor ade-
cuado para sustituir alguna de las variables.

. Qué significa que en un sistema de ecuaciones, éstas estén representadas por dos rectas para-
lelas? Es decir, dos rectas que nunca se intersecan. jMuy bien! Acertaste: el sistema de ecuacio-
nes no tiene soluciéon. Veamos un ejemplo, resolvamos el sistema de ecuaciones simultaneas:

a — 2b=3 (9.33)
3a — 6b=—4 (9.34)

Grafiquemos las dos ecuaciones en el mismo plano Cartesiano ab, puedes seguir la estrategia
sugerida arriba para encontrar los pares ordenados que te ayuden a trazar las rectas. Primero,

136 | UAM Iztapalapa



CAPITULO 9. Ecuaciones

Ecuacién 9.34

Ecuacioén 9.35

Figura 9.6: Grafica de las ecuaciones 7?7 y 77.

despejemos las ecuaciones:

a=3 + 2b (9.35)
4
a=—5 +2b (9.36)

La ecuacién 9.34 corresponde a la 9.32 despejada y la 9.35 a la 9.33. Para la ecuaciéon 9.34 se
tienen los puntos (b,a) : (0,3) y (—%,0); para la 9.35, los puntos son (O,—%) y (—%,0). Con
estos puntos se pueden trazar las dos rectas para obtener la Figura 9.6, donde se puede ver que
las rectas son paralelas y nunca se intersectaran, por lo que el sistema de ecuaciones no tiene
solucién. Nota que las ecuaciones 7?7 y 7?7 tienen la forma ordinaria de una recta y = mx + b,
con la misma pendiente m = 2. Recuerda que cuando dos rectas tienen la misma pendiente son
paralelas, asi que sin trazar las rectas, se puede saber que el sistema no tiene solucién.

Como vimos en la seccién 9.3, también existen sistemas de ecuaciones que son consistentes, pero
no independientes. Si hacemos las graficas de las ecuaciones 77 y 77 de la seccién 9.3, resultan
las que se muestran en la Figura 9.7; las ecuaciones contienen la misma informacién (una es el
doble de la otra, tanto la ordenada al origen como la pendiente guardan esta relacién), y no
forman un sistema de ecuaciones independientes, por lo que se tendria un nimero infinito de
soluciones.

r+y=4 (9.37)
2v 4+ 2y =38

Ecuaciones cuadraticas o de segundo grado.

Cuando tenemos ecuaciones de segundo grado sus soluciones describirdn una curva, veamos un
ejemplo. Comencemos con la funcién y = 222 — 4z + 2, al graficarla obtenemos la Figura 9.8,
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5 Y
4
Ecuacién 9.19
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ol Ecuacién 9.20
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-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 9.7: Grafica de las ecuaciones 7?7 y 77 de la seccién 9.3.

que describe una pardbola. Si hacemos un acercamiento de esta grafica (Figura 9.9) veremos con

2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 9.8: Parabola que representa la funcién que aparece en el titulo de la gréfica.

mas detalle el valor de las variables cuando x = 0 o y = 0. Nota que para cuando z = 0, el valor
de la variable y es 2, que corresponde al término independiente de la ecuacién. Y cuando y = 0
se tiene la ecuacién 222 — 4z +2 = 0, que es un caso particular de la funcién, entonces la gréafica
cruza al eje x en 1. Es decir, cuando y = 0, x = 1 es la solucién de la ecuacién. En este caso
particular el discriminante (A = b? — 4ac) es igual a cero, como se habia visto en la seccién 9.2,
esta ecuacién tiene una sola raiz y la grafica corta al eje  en un solo punto. De manera similar
al caso de las ecuaciones lineales, la solucién de la ecuacién es el valor de la variable cuando la
curva cruza al eje z.

Veamos como es la grafica cuando el discriminante es mayor que cero. Para esto analicemos
la grafica de la ecuacién 522 — 2 = 0. Ya habiamos visto en la secciéon 9.2 que el A para esta
ecuacion es b? — 4ac = 02 — 4(5)(—2) = 40, es decir, la ecuacién tiene dos raices.

En la Figura 9.10 tenemos ese caso, cuando el discriminante es mayor que cero y por lo tanto
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Figura 9.9: Acercamiento de la grafica 9.8.

existen dos raices o soluciones de la ecuacién. En la situacién particular de la ecuacién 5z%—2 = 0,
también obtenemos una parabola donde el eje = es cruzado, aproximadamente, en —0.6 y +0.6;
para tener la solucién de manera mas precisa deberiamos ampliar la escala.

y:5302—2

0.8 1

Figura 9.10: Ecuacién cuadratica con dos soluciones.

Por dltimo, recordaras que existe la posibilidad de que el discriminante sea negativo y esto
significa que la ecuacién no tiene solucion, es decir que no cruza al eje de las x. En la Figura 9.11
hay un ejemplo que muestra una parabola que se abre hacia arriba y nunca cruzara el eje de las
abscisas.
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Figura 9.11: La ecuacién tiene un discriminante negativo y la curva no cruza el eje x.

Al igual que en las ecuaciones lineales, graficar las ecuaciones cuadraticas puede ayudarnos a
encontrar soluciones a las ecuaciones, es decir, podemos usar las graficas como otro método para
resolver este tipo de ecuaciones. Ademas, si en la solucién de un sistema de ecuaciones lineales
la interseccién de las rectas representa la solucién de la ecuacién, puedes encontrar la solucién
de la misma manera cuando tienes sistemas de ecuaciones donde una ecuacion es lineal y otra
cuadratica jsabrias como?

Ejercicios propuestos:

42. Resuelve de manera gréfica las siguientes ecuaciones y sistemas de ecuaciones (inspecciona
las ecuaciones antes de graficarlas, tal vez algunos sistemas no tengan solucién):

a) 2z4+y="72+3y =11

b) 322 +5x+1=0

¢) r=3y+2;y=3x+2

d) c+2x=4;2x—c=0

e) 4¢® 4+ 6¢ = —1; —b? + 26¢ = 169
f) 224+22-3=0

g9) 2y+2r=6;x=3—y

h) z+a=-1;2=3—a

i)2b+x+3=0; 2x+b=1

140 | UAM Iztapalapa



CAPITULO 9. Ecuaciones

J) 22+ 3x =12; 4o + 52 =2
k) Ta—8y=2;4a+3y=>5
D y+5=2%32—-y—7=0
m) 3a+2b=7;2a—b=0

n) y+6=a2>-1;22—-y==6

43. Si tuvieras sistemas de ecuaciones cuadriticas (no lineales), podrias resolverlas por el
método grafico. Bosqueja un ejemplo de gréaficas de parabolas cuando el sistemas:

a) Tiene solucién tunica.
b) Tiene dos soluciones.

¢) No tiene solucién.

44. Se deja caer una pelota desde la parte superior de la Torre Latinoamericana ;En cuantos
segundos chocara contra el suelo si cae a una velocidad de:
a) 16 m/s? b) 37 m/s? Considera h = vt? +4.9t?, donde h es la altura, v la velocidad y ¢ el
tiempo. Usa el método gréfico y si tienes que hacer suposiciones escribelas y justificalas.

45. El nimero de rectas (r) que pueden unir un nimero de puntos (p) es 10, encuentra el
nimero de puntos si

Usa el método grafico.
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Funciones

Cada semana, cuando vas a la lavanderia con tu bolsa de ropa, la persona que te atiende la pone
en la bascula y a partir de la lectura de la masa (los kilogramos de ropa que llevaste) determina
cuanto vas a pagar. Quiza en tu lavanderia la persona que te recibe la ropa es héabil calculando y
mentalmente obtiene el precio usando una féormula. Quizé en la lavanderia de enfrente, atendida
por un joven algo perezoso, el precio lo determinan usando una tabla que relaciona masas con
precios. Lo que es cierto en ambos casos es que se necesita una relacion que asocie cualquier
valor de masa de ropa con su correspondiente precio de lavado en pesos; ademas, a cada masa
debe corresponderle sélo un precio jde acuerdo?. Ya sea en forma de tabla, regla, expresion
algebraica, lista de pares ordenados o grifica, la relacién entre esos dos conjuntos' de ntimeros
(masas, precios) es un ejemplo de funcion.

Una tabla de multiplicar como las que sabes desde tu infancia es también una funcién. La tabla
del seis, por ejemplo, relaciona a cada uno de los enteros del conjunto 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 con
un unico entero del conjunto 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, que como veras estd formado por
los resultados de las multiplicaciones por seis. Podemos expresar esta relaciéon de dos maneras,
entre otras:

» {(1,6),(2,12),(3,18), (4,24), (5, 30), (6, 36), (7,42), (8,48), (9,54) }, que es la lista de pares
ordenados que describe la tabla del seis, o bien,

= 6 X n, que es la expresiéon algebraica que describe la tabla del seis, cuando consideras que
n puede tomar los valores de los enteros entre uno y nueve.

Por cierto, no es necesario que los conjuntos relacionados por una funcién sean de nimeros, ni
que la funcién tenga una expresion matemaéatica asociada: durante las horas pico del transporte
colectivo Metro, por ejemplo, la funcién que determina si formas parte o no de los usuarios del
primer vagén depende de tu género y de tu edad (mujeres y ninos), y los conjuntos relacionados
son conjuntos de personas.

1Un conjunto es una coleccién de cosas. Algunos ejemplos son:
Conjunto de los ntimeros primos: {2,3,5,7,11,13...}
Conjunto de tu familia directa: {“padre”, “madre”, “hermano 1”7, “hermano 27, ...}
Conjunto de multiplos de tres menores que 12: {3, 6,9}

Conjunto de divisiones académicas de la UAM-I: {CBI, CBS, CSH}
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Eso si, no todas las relaciones entre conjuntos son funciones. Una funcién f relaciona cada
elemento de un conjunto (llamamos “dominio” de la funcién a ese conjunto A) con un dnico
elemento del conjunto (llamamos “contradominio”, “rango” o “imagen” a ese conjunto B)%. A
esa relacién también se le llama regla de correspondencia y es la propiedad fundamental de las
relaciones funcionales:

una funcién es una relacién que asocia cada elemento del
dominio con un unico elemento del contradominio

Para recordar esta relacién y sus conjuntos escribimos una funcién de diversas maneras. Por
ejemplo, podemos escribir f : A — B, para indicar que la funcién f asocia elementos del
dominio A con elementos del contradominio B. Si queremos destacar que la funcién opera sobre
el valor = del dominio A (decimos “z perteneciente a A” o “x en A” y escribimos simbdélicamente
x € A) y que al hacerlo relaciona a = con un valor del contradominio B (por supuesto, f(z) € B)
usamos una notacién mas elaborada del tipo f : z € A — f(x) € B o simplemente f : x — f(z).

Ejemplo 1: Hablemos del caso de la lavanderia:
a) s Cudles son el dominio y el rango de la funcion que asocia precio con masa?

Como no hay masas negativas de ropa (ni de nada), el dominio corresponde a todos los nimeros
reales mayores o iguales a cero. De la misma manera, algin precio habra que pagar si hay ropa
por lavar, por lo que el contradominio también corresponde a todos los ntimeros reales mayores
o iguales a cero. Si llamamos R™ a este conjunto de ntimeros, la funcién que asocia precio con
masa es una relacién del tipo f : R™ — RT

b) sHabrd una expresion matemdtica para la funcion f?

Si sabemos que el costo de lavado es de $16.00/kg, entonces para una masa m de ropa (expresada
en kilogramos), el precio p (en pesos) serd p = f(m) = 16 x m.

Ejemplo 2: ;Cudl es el contradominio de la funcion f, si ésta tiene dominio en el conjunto de
los niimeros reales (denotado por R) y sabemos que f(x) = 222 ;Cudnto vale f(—7)7

Recuerda que el cuadrado de un ntimero es siempre mayor o igual que cero independientemente
del signo de ese nimero, por lo que el contradominio de la funcién es el conjunto de los nimeros
reales mayores o iguales a cero (denotado por RT). Asf, podemos escribir f: R — R¥.

Para conocer cuanto vale f(—7), sélo resta hacer la sustitucién correspondiente en la expresién
de la funcién, de modo que f(—7) = (—7)% = 49.

Ejemplo 3: Si eres mexicano, la ley te permite votar a partir de que cumples dieciocho anios y
por ello el gobierno te expide la credencial del Instituto Federal Electoral (IFE). ;Cdémo expresar
este hecho en forma de una funcion de la edad?

Suponiendo que todas las personas consideradas son mexicanas, unicamente aquellos que son
mayores de dieciocho anos pueden aspirar a una credencial del IFE. La funcién que asocia la edad
(en afios) de cada mexicano con su capacidad de portar o no credencial del IFE tiene dominio
en los “niimeros naturales” (que es el conjunto de los enteros mayores o iguales a cero, pues no
importa para el IFE si tienes dieciocho afios o dieciocho afios y tres meses) y rango en un conjunto

2Los nombres de los conceptos pueden variar de libro a libro.
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de dos elementos [portador|no portador| de credencial. La funcién que buscamos relaciona el
conjunto de los naturales (denotado por N) con dos categorias: f : N — [portador|no portador].

Ejemplo 4: Una lista de pares ordenados de nimeros del tipo (a,b) con a en el conjunto dominio
y b en el contradominio puede corresponder o no a una funcion, dependiendo de si los nimeros
del dominio aparecen o no una unica vez en la lista:

» (1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(5,6) es una funcién con dominio 1,2,3,4,5 y contradominio
2,3,4,5,6

» (1,2),(2,3),(2,4),(4,5), (5,6) NO es una funcién pues el segundo y el tercer par comparten
dominio, lo que significaria que el nimero 2 (del dominio) se relaciona con dos nimeros, 3
y 4, del contradominio, lo cual viola la definicién de funcién.

10.1. Funciones algebraicas

Una clase muy importante de funciones contiene a aquellas cuya regla de correspondencia se es-
cribe en términos de alguna expresion algebraica (como las de los ejemplos uno y dos anterio-
res). Usemos la funcién f(z) = 322 — 8x + 5 para desmenuzar lo que dice:

= f es el nombre de la funcién, y, aunque tipicamente elegimos f como nombre, nada nos
impide elegir otro nombre, letra o palabra, para identificarla;

» f(z) indica que los valores del dominio de la funcién estdn representados por la varia-
ble = en la expresion algebraica de la funcion;

» 322 — 8z + 5 define la relacién entre el dominio y el contradominio

Por lo anterior, sabemos que f(z) = 322 —8x+5, h(q) = 3¢*> —8x+5, y w(s) = 352> —8s+5, son
realmente la misma funcién, con nombre y variable independiente (z, ¢ 6 s) distintos, pero que
determinan la misma relaciéon. En ocasiones, no veras explicitamente el nombre de la funcién,
sino que éste serd reemplazado por otra variable, por ejemplo y = 322 — 8z +5, que es equivalente
a decir que y = f(z).

No todas las expresiones algebraicas definen una funcién, pues es requisito que para cada ele-
mento del dominio haya un sdlo elemento del contradominio. Por ejemplo, la expresién /x re-
presenta, por convencién de la aritmética, a la raiz cuadrada positiva de z (a la que también lla-
mamos su raiz principal), de modo que, por si misma, esa expresién es una funcién con to-
das las de la ley: 7(z) = /x donde r : R™ — RT. Sin embargo, en el contexto de la expre-
sién y? = x sabemos que y = £/ (considera por ejemplo que y? = 4 implica que = = 2 6
x = =2, pues (2) x (2) = (—2) x (=2) = 4), por lo que y = ++/z no califica como una fun-
cién.

Una ventaja de contar con una expresién algebraica es que puedes construir una grafica de la
expresion (evaludndola en suficientes puntos del dominio, por ejemplo, o usando un programa
graficador) y saber si la expresién es o no una funcién con la “clave de la linea vertical”: si
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la expresiéon es una funcién, jamds podras trazar una linea vertical sobre la grafica y cruzar
dos 0 mas veces con ella a la curva descrita. Observa las siguientes graficas (Figura 10.1) para
reconocer la clave (s6lo las dos graficas superiores corresponden a funciones).

fz) f@)

1 0.5

0.5

0 F
-06 -04 -02 0 02 04 06 08 1.2 1.4 1.6 18

1.5

-1.5

Figura 10.1: Reconociendo funciones por su grafica. La tltima curva no corresponde a una funcién porque
la linea vertical cruza en dos puntos (hay dos valores del contradominio para un mismo valor del dominio:
x=1— f(1) = %1).

Funciones polinomiales

Cuando las funciones algebraicas contienen la suma de potencias positivas de su variable, decimos
que las funciones son polinomiales o, simplemente, polinomios. Por ejemplo:

1. (orden uno): h(y) = —200 + 5y

2. (orden dos): g(z) = =522 +2—3

3. (orden tres): f(z) = 323 — 4
Cuando el polinomio es de orden uno, solemos llamarle a la funciéon una “funcién lineal”, mientras
que cuando el orden es dos, nos referimos a la funcién como “funcién cuadratica”. Ambos tipos de
funciones son muy comunes en las ciencias y la ingenieria, ya que son adecuadas para describir un

sinnimero de fenémenos y situaciones que observamos cotidianamente. Es importante resaltar
que el dominio de todas las funciones polinomiales es el conjunto de los ntimeros reales, R.

Ejemplo 5: ;Cudnto valen h(1), g(—2) y f(10) para las funciones enunciadas en los ejemplos
de arriba?
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Para evaluar las funciones para los valores dados de su variable independiente, necesitamos
realizar las correspondientes sustituciones y los calculos requeridos para simplificar:

h(1) = —200 + 5(1) = —200 + 5 = —195
g(—2) = =5(—2)2 +(-2) =3 = -54) +(-2) -3 =—25
f(10) = 3(10)% — 4 = 3(1000) — 4 = 2996

Ejemplo 6: Volviendo al ejemplo de la lavanderia ;Qué tipo de funcion es la que determina el
precio de lavado de la ropa?

Ya establecimos que p = f(m) = 16 x m, y como la variable de masa m aparece con exponente
uno, sabemos que el precio es una funcién lineal de la masa.

Funcién lineal

El polinomio de orden uno tiene la forma general f(z) = ajx + a,, donde a; y ag son valores
constantes (conocidos como “coeficientes” del polinomio). Se conoce como funcién lineal porque
al graficar pares ordenados (z, f(x)) que cumplan esta relacién se obtiene el trazo de una linea
recta, tal como puede verse en la Figura 10.2.

3
2 V
1
0

—9—8—7—6—5—4—3—2—1,/01,/ 3 45 6 7 8 910
/'_1
/

e -2 /
'/' 3 I
z)=3x—4," Y
f@) e -4, g(x) = -2z +3
-8

Figura 10.2: Ejemplos de funciones lineales.

El coeficiente a1 de la funcién lineal determina qué tan “rapido” crece o decrece la funcién al
avanzar por el dominio desde x = —oo hacia © = oo (es decir, de izquierda a derecha en una
grafica como la de la Figura 10.2). Si a; > 0, la grafica crecerd, mientras que decrecerd si a; < 0.
En Geometria Analitica y en Célculo, el coeficiente a; se conoce como la “pendiente” de la linea.

El coeficiente a¢ determina la altura sobre el eje horizontal a la que la linea cortara al eje
vertical, pues se comprueba facilmente que el par ordenado (0, ap) cumple con la relacién lineal:
f(0) = a1(0) 4+ ag = ap. El coeficiente ay se conoce como “la ordenada al origen” de la linea.

Ejemplo 7: Observa en la Figura 10.2 que g(x) tiene el valor mds grande de ag, sequida por
p(x) y luego por f(x), y que es precisamente en ese orden que cortan al eje vertical de arriba a
abajo. Nota también que f(x) y p(x) tienen pendiente positiva y crecen de izquierda a derecha,
mientras que lo contrario le ocurre a g(x), que tiene pendiente negativa.
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Un problema fundamental en el adlgebra es encontrar aquel valor xzg del dominio de la funcién
lineal que hace verdadera la proposicién f(xg) = fo, con fy igual a una constante. Este es el
problema de resolucion de ecuaciones de primer grado con una incognita que debes revisar en
la seccién 9.1 de este cuadernillo.

Funcién cuadratica

El polinomio de orden dos, con forma general f(z) = asxz? + aix + ag, donde ag, a1 y ag son
coeficientes constantes, se conoce como funcién cuadratica, por incluir el cuadrado de la variable
independiente en la definicién de la relacién funcional. La grafica de una funcién cuadratica se
conoce como parabola; algunos ejemplos se muestran en la Figura 10.2. Puede observarse que si

8 f(z) f(w):3w274w+2

glz) = =222 — 22 +3

Figura 10.3: Ejemplos de funciones cuadraticas.

as > 0 la parabola “abre” hacia arriba en la gréfica, esto es, crece a la derecha y a la izquierda a
partir de un valor minimo. La pardbola “abre” hacia abajo a partir de un maximo de la funcién
en caso contrario.

Ejemplo 8: El valor minimo de p(x) en la Figura 10.3 ocurre cuando x = 0; desde este punto, la
funcion crece hacia arriba tanto a la derecha como a la izquierda. Esto es de esperarse puesto que
para esta funcion ag =1 > 0. s Puedes comprobar esta propiedad para las otras dos pardbolas?

Es dificil darle una interpretacién directa a los coeficientes restantes de la funciéon cuadratica,
sin embargo, cuando revises la seccion de resolucion de ecuaciones de sequndo grado veras que
en su conjunto los tres coeficientes determinan la solucién para f(zg) = fo.

10.2. Funcién exponencial y logaritmica

Las funciones no polinomiales se conocen como funciones “trascendentales”,® y de entre ellas
destacan todas las funciones trigonométricas (que no son materia de este texto), la funcién

3Porque “trascienden” al dlgebra en el sentido de que no pueden expresarse en términos de un polinomio de
orden finito.
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exponencial
f(x) = B*
y la funcién logaritmica
g(x) =logp(x)

donde B es una constante positiva que se conoce como la “base” de la funcién exponencial o
de la logaritmica. Son de particular interés en diversos problemas fisicos y matematicos la base
decimal (B = 10) y la base natural (B = e = 2.71828182845904523536028747. ..).* Cuando la
base es evidente del contexto del problema o la aplicacion, ésta suele eliminarse de la notacién
en la funcién logaritmica. También es comin utilizar la notacién In(x) para referirse al logaritmo
de base natural. Las graficas de estas funciones para ambas bases se muestran en la Figura 10.4.
Cabe mencionar que mientras el dominio de la funcién exponencial es R, el dominio de la
funcién logaritmica estd restringido a R excluyendo al cero. De las grificas es evidente que

g(z) = log.(z) = In(z

f(z) = logy(x)

-3 -2 -1 o/ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Figura 10.4: Ejemplos de funciones exponenciales y logaritmicas de base decimal y natural.

mientras mayor sea el valor de la base, la funcién exponencial crecerd mas rapido al avanzar en
la porcién positiva del dominio (la curva para base 10 siempre estd por arriba de la curva para
base natural). Para valores negativos del dominio, la funcién exponencial produce valores muy
pequeiios y podemos intuir que para z < 0 (<K significa mucho menor que) la funcién vale casi
cero (esto sélo es cierto para x — —oo, f(—oc0) = B~ = 0). Sin embargo, independientemente
de la base, todas las funciones exponenciales incluyen el par ordenado (0,1) pues B’ = 1. En
contraste, la funcién logaritmica, independientemente de la base, siempre incluye al par (1,0).

Entre los atractivos de estas funciones esta que tienen la propiedad de ser inversas una de la
otra para la misma base, es decir que aplicadas en sucesién producen una relacién de identidad
(esto es, a cada valor de x se le asocia el mismo valor de x):

Si f(x)=e"y g(zr) =log.(zr) =In(x), entonces (10.1)
Flg(z)=e9®) = @) = 2 o bien (10.2)
9(f(x))=In(f(2)) = In(e*) = x (10.3)

segin se sigue de las propiedades de los logaritmos revisadas en la seccién 1.4.

Las funciones exponenciales y logaritmicas son fundamentales, entre otras aplicaciones, para la
solucion de ecuaciones diferenciales, y surgen al resolver problemas diversos de las ciencias.

4La historia del nimero e es fascinante. Si te interesa, te recomendamos el libro de Eli Maor, “e: historia de
un nimero”, editado por Conaculta/Libraria (México, 2006).
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Ejemplo 9: Una bacteria en un cultivo altamente nutritivo sufre division celular cada seis horas.
¢ Cudl es la funcion que expresa el niumero de bacterias presentes en el cultivo cada dia a partir
del inicio del experimento?

Podemos resolver este problema pensando en unas cuantas de las divisiones iniciales. En el
tiempo cero, hay una bacteria. Seis horas después, habrda dos. De cada una de esas dos se
generaran otras dos luego de otras seis horas (cuatro bacterias luego de doce horas), de modo que
habra ocho bacterias luego de dieciocho horas y dieciséis al final de una jornada de experimento.
Naturalmente, cada una de esas dieciséis bacterias dard origen a dieciséis nuevas bacterias el
segundo dia. Al final de cada dia, el nimero de bacterias se multiplicara dieciséis veces respecto
a las que hubiera al inicio del dfa, por lo que podemos escribir la funcién b = f(d) = 16¢, donde
b es el nimero de bacterias al cabo de d dias. Nota que para el inicio del experimento en d = 0
dias, la funcién produce correctamente el estado inicial de una tinica bacteria (f(0) = 16° = 1).

10.3. Resumen

Para terminar, es importante que te asegures de que has comprendido los siguientes aspectos
relativos a las funciones:

1. Una funcién toma elementos de un conjunto (su dominio) y los relaciona con elementos de
otro conjunto (su contradominio).

2. Cualquier valor del dominio se relaciona con un tinico valor del contradominio.

3. El valor del dominio y su correspondiente valor en el contradominio se llaman colectiva-
mente “par ordenado”, por lo que una funcién puede verse como un conjunto de pares or-
denados.

4. Los parametros de las funciones (coeficientes, base) determinan las propiedades generales
de éstas.

Ejercicios propuestos:

1. Para que la siguiente lista ordenada de pares de ntimeros sea una funcion, jcuales valores
NO puede tomar X7 (12,13), (11,22), (X, 22), (33,101)

2. El dominio de la funcién f(z) = 2 + z — 22 es el conjunto R. ;Cudnto vale esta funcién
para z = —37 Grafica la funcién y comprueba tu dicho.

3. Los siguientes pares ordenados corresponden a la funcién d(r) : {..., (-2,-3), (-1, —6), (0, —=7),

(1,-6), (2,-3),(3,2),(4,9),...} (Puedes escribir la expresion algebraica para d(r)?

4. En referencia a la forma general de la funcion lineal, ; Cudnto cambia el valor de la funciéon
por unidad de cambio de la variable? ;Modificarias tu respuesta si cambiara el valor de
CL()?

5. (A qué altura interseca al eje vertical la funcién p(x) = 4*7
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6. ;Luego de ciantos dias habrd mas de 16000 bacterias en el cultivo del Ejemplo 97 Si
el cultivo inicial hubiese sido de 10 bacterias, ;Coémo hay que cambiar la funcién para
expresar dicha condicién?

7. ;Cudl es el dominio de la funcién h(z) = logs(x — 2)?

8. Recuerda o investiga cudl es la funcién d(t) que relaciona la distancia recorrida con el tiem-
po de recorrido para un objeto que se mueve con aceleracién constante en una trayecto-
ria lineal, y confirma que la funcién d(t) es cuadratica.

9. (En cuanto tiempo golpea el piso una pelota de 1kg que se suelta desde una altura de
10m? Apédyate en la funcién del problema anterior.

10. En los ejemplos de la funcién exponencial usamos bases mayores a uno (base decimal y
base natural), jpuedes explicar qué le pasa a la funcién exponencial si la base B es menor

?

a unof
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1. Para recordar: Descomposicién en nimeros primos, maximo
comun divisor y minimo comun miiltiplo

En la serie de los nimeros naturales mayores que 1 se puede observar la existencia de dos clases:
los que solamente son divisibles por 1 y por ellos mismos y los que tienen ademas algin otro
divisor. Los primeros se conocen como numeros primos, en tanto que los segundos son llamados
numeros compuestos. Por convencion el niimero 1 no se considera ni primo ni compuesto. Entre
1 y 100 se encuentran los siguientes ntimeros primos:

2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 y 97

Descomposicion de los nimeros en factores primos

Un teorema fundamental de la aritmética establece que todo niimero natural puede representarse
como producto de una serie de factores primos, en la que alguno puede aparecer varias veces.
Para descomponer un niimero en sus factores primos se hace una tabla con dos columnas: En la
columna izquierda, primer renglén, se escribe el niimero a descomponer. Se divide por el menor
nimero primo posible (éste se escribe en la columna de la derecha) y el resultado o cociente se
escribe en el siguiente renglén (columna izquierda). El procedimiento se repite hasta obtener 1
como cociente. A continuacion se presenta la descomposicién en factores primos de 72 y 90:

72 2 90 2
36 2 45 3
18 2 15 3
9 3 5 5
3 1
1
72 =23 x 32 90=2x3%x5

El minimo comiin miltiplo (mcm)
La descomposicién de un niimero en sus factores primos puede ser una buena herramienta para

calcular el minimo comin multiplo (mcm) de dos o més nimeros. El minimo comin multiplo (o
minimo denominador comun para el caso de fracciones) es el menor de los multiplos comunes
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de todos ellos. Para calcularlo, se descomponen los nimeros en factores primos y se multiplican
los factores comunes y no comunes con su maximo exponente. Por ejemplo, el minimo comtin
miltiplo de 72 y 90 es:

72=2% x 3%, 90 =12 x5 x 3 (10.4)
mem(72,90)=2% x 3% x 5 = 72 x 5 = 360

El minimo denominador comiin se ejemplifica en la siguiente suma de fracciones:

7T 14 <5> 7 (4) 14  35+56 91

290 \5 1

72

90 360 360

Otro ejemplo: mem(414, 276)

414 2 276 2
207 3 138 2
69 3 69 3
23 23 23 23
1 1
414 =2 x 32 x 23 276 =22 x 3 x 23

mcm (414, 276) = 22 x 32 x 23 = 828

El maximo comin divisor (mcd)

El méaximo comtn divisor de dos o mas nimeros es el mayor de los divisores comunes de todos
ellos. Es igual al producto de los factores comunes con su minimo exponente. Para el primer
ejemplo, el maximo comiin divisor de 72 y 90 es 2 x 32 = 18.

Para el segundo ejemplo el mcd sera:

414=2 x 3% x 23 276 =22 x 3 x 23 (10.5)
med(414,276)=2 x 3 x 23 = 138

Ejemplo 1: Encontrar el med(2728, 254) por el método de factores primos:

2728 2 254 2
1364 2 127 127
682 2 1

341 11

31 31

1
2728 = 23 x 11 x 31 254 =2 x 127

med (2728, 254) = 2

Ejemplo 2: Encontrar el med(264,36) por el método de factores primos:
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264 2 36 2
132 2 18 2
66 2 9 3
33 3 3 3

11 11 1

1
264 = 23 x 3 x 11 36 = 22 x 32

med (264, 36) = 12

El Algoritmo de Euclides

Otro método para obtener el mcd de dos nimeros se basa en el empleo del “Algoritmo de
Euclides”. Si se dividen dos nimeros enteros a/b se obtiene un cociente ¢ y un residuo r. De

acuerdo con el algoritmo de Euclides se puede demostrar que el maximo comin divisor para a
v b es el mismo que para by r.

Para encontrar el med(a,b) con el algoritmo de Euclides se procede de la siguiente manera: se
divide a/b y se obtiene el residuo r;. A continuacién se divide b/r; para obtener el residuo ro.

El proceso se contintia con la divisién de r1/ra, con lo que se obtiene el residuo r3. La operacién
se repite hasta obtener r, = 0 (divisién exacta).

Ejemplo 3: Encontrar el med(2728,254)

‘ Fraccion ‘ Residuo ‘ ‘
2728

228 188 | mcd(2728,254) = med(254, 188)
2 66 med (254, 188) = mcd (188, 66)
188 56 med (188, 66) = med(66, 56)
& 10 med(66,56) = med(56, 10)

% 6 med(56,10) = med(10, 6)

5 4 med(10,4) = med(6, 4)

% 2 med(6,4) = med(4, 2)

3 0 med(4, 2) = med(2,0) = 2

Ejemplo 4: Encontrar el med(264,36):

‘ Fracciéon ‘ Residuo ‘ ‘

o 12 med(264, 36) = med(36, 12)
3 0 med(36,12) = med(12,0) = 12
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Ejemplo 5: Encontrar el med (2728, 736) por el método de factores primos y el algoritmo de
Euclides:

mcd por factores primos
2728 2
1364 2
682 2
341 11
31 31
1

2728 = 23 x 11 x 31

736 2
368 2
184 2
92 2
46 2
23 23
1
736 = 2° x 23

med (2728, 736) =23 =8

mcd por algoritmo de Euclides

‘ Fracciéon ‘ Residuo ‘

2728

228 520 | med (2728, 736) = mcd(736, 520)
56 216 med (736, 520) = mcd (520, 216)
220 88 med(520,216) = mcd(216, 88)
26 40 mcd (216, 88) = mcd(88, 40)
88 8 med(88,40) = med (40, 8)

Q mcd (40, 8) = med(8,0) = 8

Ejemplo 6: Encontrar el med(1812, 914) por el método de factores primos y el algoritmo de

Fuclides:
mecd por factores primos mcd por algoritmo de Euclides
1812 2 914 2 || Fraccién | Residuo | |
906 2 457 457 198% 898 med(1812,914) = mced(914, 898)
453 3 1 e 16 med(914, 898) = mcd(898, 16)
151 1 898 med (898, 16) = med(16,2)
1812 = 22 x 3 x 151 914 = 2 x 457 1% 0 med(16,2) = med(2,0) = 2

Ejercicios propuestos:

med(1812,914) = 2

Descomponer en factores primos y encontrar el mecm y mecd de los siguientes pares de niimeros:

1. (

2. (
3. (
4. (
5. (
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2. Nocion de cifras significativas

Cuando estas resolviendo un problema numérico frecuentemente escribes el resultado de una
operacién aritmética como 3.0112345 x 107°, es decir, todos los decimales que la calculadora
ofrece.

El principal objetivo que se plantea en este momento es recordar las reglas que permiten cum-
plir con una correcta utilizacién de las cifras significativas de un niimero cuando se realizan ope-
raciones matematicas, pero también analizar la idoneidad de las mismas respecto de la propa-
gacion de errores.

Finalmente, una vez cumplidos estos objetivos, se explican las estrategias a seguir, respecto de
la utilizacién de cifras significativas, en la resolucién de problemas.

Cifras significativas. Definicion
Las cifras significativas de un niimero son aquellas que tienen un significado real y, por tanto,
aportan alguna informacién. Toda medicién experimental es inexacta y se debe expresar con sus

cifras significativas. Veamos un ejemplo sencillo: supongamos que medimos la longitud de una
mesa con una regla graduada en milimetros. El resultado se puede expresar, por ejemplo como:

longitud(¢) = 85.2 cm

pero ésta no es la inica manera de expresar el resultado, pues también puede ser:

¢=0.852m

¢ =28.52 dm

¢ =852 mm
ete. ..

Ahora bien, se exprese como se exprese el resultado tiene tres cifras significativas, que son
los digitos considerados como ciertos en la medida. Cumplen con la definicién pues tienen un
significado real y aportan informacién. Asi, un resultado como

¢ =0.8520 m

no tiene sentido ya que el instrumento que hemos utilizado para medir no es capaz de resolver
las diezmilésimas de metro.

Por tanto, y siguiendo con el ejemplo, el nimero que expresa la cantidad en la medida tiene tres
cifras significativas. Pero, de esas tres cifras sabemos que dos son verdaderas y una es incierta,
la que aparece subrayada a continuacién:

¢=10.852 m
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Esto se debe al instrumento utilizado para medir y la ultima cifra que se puede apreciar es
incierta.

Lo méas adecuado es escribir el nimero considerando que esta cifra siempre es incierta, es decir,
que el ntmero esta expresado con todas sus cifras significativas. Este es el llamado convenio de
cifras significativas que considera que:

“cuando un nimero se expresa con sus cifras significativas, la altima cifra
es siempre incierta”.

Puesto que cualquier problema de un libro de texto nos muestra las cantidades con sus cifras
significativas, debemos saber expresar el resultado de las operaciones que realicemos con dichos
nimeros y con sus cifras significativas correspondientes.

Reglas para establecer las cifras significativas de un niimero dado

Regla 1. En ndmeros que no contienen ceros, todos los digitos son significativos.

Por ejemplo:
314159 — seis cifras significativas — 314159

5.694 — cuatro cifras significativas — 5.694

Regla 2. Todos los ceros entre digitos significativos son significativos.

Por ejemplo:

2054 — cuatro cifras significativas — 2054

506 — tres cifras significativas — 506

Regla 3. Los ceros a la izquierda del primer digito que no es cero sirven solamente para fijar
la posicion del punto decimal y no son significativos.

Por ejemplo:
0.054 — dos cifras significativas — 0.054

0.0002604 — cuatro cifras significativas — 0.0002604

Regla 4. En un ndmero con digitos decimales, los ceros finales a la derecha del punto decimal
son significativos.

Por ejemplo:
0.0540 — tres cifras significativas — 0.0540

30.00 — cuatro cifras significativas — 30.00
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Regla 5. Si un nimero no tiene punto decimal y termina con uno o mds ceros, dichos ceros
pueden ser o no significativos. Para poder especificar el niimero de cifras significativas, se requiere
informacién adicional. Para evitar confusiones es conveniente expresar el niimero en notacién
cientifica, no obstante, también se suele indicar que dichos ceros son significativos escribiendo el
punto decimal solamente. Si el signo decimal no se escribiera, dichos ceros no son significativos.

Por ejemplo:
1200 — dos cifras significativas — 1200

1200. — cuatro cifras significativas — 1200

Regla 6. Los numeros exactos tienen un nidmero infinito de cifras significativas.

Los ntimeros exactos son aquellos que se obtienen por definicién o que resultan de contar un
nimero pequeiio de elementos.

Ejemplos:

Al contar el nimero de atomos en una molécula de agua obtenemos un numero exacto: 3.

s Al contar las caras de un dado obtenemos un nimero exacto: 6.
» Por definicion, el nidmero de metros que hay en un kilometro es un niumero exacto: 1000.

s Por definicion, el nimero de grados que hay en una circunferencia es un numero exacto:
360.

Cifras significativas en calculos numeéricos

Cuando se realizan célculos aritméticos con dos o mas nimeros se debe tener cuidado a la ho-
ra de expresar el resultado ya que es necesario conocer el nimero de digitos significativos del mis-
mo. Teniendo en cuenta que los niimeros con los que operamos son los mejores valores de las can-
tidades que se hayan medido, no es admisible que se gane o que se pierda informacion cuan-
do se realizan operaciones aritméticas con dichos nimeros. Se pueden establecer algunas sen-
cillas reglas cuya aplicacién intenta cumplir con esta condicién aunque no siempre se consi-
gue. Analizaremos tres situaciones: realizaciéon de sumas y diferencias; productos y cocientes; lo-
garitmos y antilogaritmos.

Cifras significativas en sumas y diferencias
Regla 7. FEn una suma o una resta, el numero de digitos del resultado viene marcado por la
posicion del menor digito comin de todos los nimeros que se suman o se restan.
Por ejemplo:
(a) 4.34+0.030 +7.31 =11.64 2 11.6
(b) 34.6 + 17.8 + 15. = 67.4 = 67.
(c) 34.6 +17.8 4 15.7 = 68.1
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En los ejemplos (a) y (c¢) el menor digito comtn a los sumandos es la décima (primer decimal),
por tanto el resultado debe venir expresado hasta dicho decimal. En el ejemplo (b) el menor
digito comun a los tres sumandos es la unidad, por tanto el resultado debe venir expresado hasta
la unidad.

Cifras significativas en productos y cocientes

Regla 8. En un producto o una divisién, el resultado debe redondearse de manera que contenga
el mismo ntmero de digitos significativos que el nimero de origen que posea menor nimero de
digitos significativos.

Por ejemplo:

24, x 4.52
2 X0 048 1.1
(2) g 100.0
24. % 4.02
(b) ¢ = o = 0.9648 = 0.96

(c) q = 3.14159 x (0.25)% x 2.352 = 0.4618141 ... = 0.46

FEn los tres ejemplos expuestos el menor niimero de cifras significativas de los diferentes factores
que intervienen en las operaciones es dos: se trata concretamente del nimero 24. en los ejemplos
(a) y (b) y del ntimero 0.25 en el ejemplo (c). Por tanto los resultados se deben redondear a dos
cifras significativas.

Cifras significativas en logaritmos y antilogaritmos

Regla 9. FEn el logaritmo de un numero se deben mantener tantos digitos a la derecha del
punto decimal como cifras significativas tiene el numero original.

Regla 10. FEn el antilogaritmo de un numero se deben mantener tantos digitos como digitos
hay a la derecha del punto decimal del numero original.

Veamos unos ejemplos con logaritmos de base 10:

(a) log 3.53 = 0.5477747 = 0.548

(b) log 1.200 x 107> = —4.9208188 = —4.9208

(c) antilog 8.9 = 1039 = 7.94328 x 10® = 8 x 10°

(d) antilog 8.900 = 1039 = 7.94328 x 10® = 7.94 x 108

En el ejemplo (a) el nimero de cifras significativas del ntimero 3.53 es de tres y, por lo tanto,
el nimero de decimales que tiene su solucién es tres. El nimero del ejemplo (b) tiene cuatro
cifras significativas y su logaritmo se expresa con 4 decimales. En cuanto a los antilogaritmos
de los ejemplos (c¢) y (d), el primero tiene una sola cifra decimal y su solucién se expresa con
una cifra significativa; el segundo tiene tres cifras decimales y tres son las cifras significativas
del resultado.
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Redondeo

1. En el redondeo no se altera la penultima cifra significativa si la Ultima es menor que 5.
Redondea 1.61562 a 2 cifras significativas:
Respuesta: 1.6

2. Si el primer digito a eliminar es mayor o igual a cinco, incrementar el digito precedente en

1.

Redondea 1.61562 a 5 cifras significativas
Respuesta: 1.6156

Redondea 1.61562 a 3 cifras significativas
Respuesta: 1.62

Ejercicios propuestos:

1. Determina el nimero de cifras significativas en cada una de las siguientes mediciones:

a) 0.00005 L
b) 101.3 g

¢) 1.40 cm

d) 3490400 mg
)

e) 68.1 cm?
2. Cudl es el resultado de calcular:

4.35659 + 6.81
37.28 — 3.435

(1.07)(5678)
76

3.8

a
b

Cc

d

~—  — —

Resuelve los ejercicios del 3 al 8 recordando redondear y utilizar la cantidad correcta de cifras
significativas:

3. Calcula la densidad de un pedazo de hueso que tiene una masa de 3.8 g y un volumen de
2.0 cm?.

4. Una muestra de metal tiene una masa de 34.65 g. Cuando se deposita la muestra en una
probeta que contiene agua, el nivel del agua sube en 3.3 ml. Si la plata tiene una densidad
de 10.5 g/cm3; el estafio tiene una densidad de 7.28 g/cm? y el titanio tiene una densidad
de 4.5 g/cm?, ;de cual de estos metales puede ser la muestra?

5. Un pedazo de plomo desplaza 1.5 ml de agua en una probeta. La densidad del plomo es
de 11.34 g/cm3. ;Cudl es la masa del pedazo de plomo?
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6. La sal comtin tiene una densidad de 2.18 g/cm?. ;Cudl seria el volumen de una muestra
de 4.8 g de sal comin?

7. ;Cuél es la masa del alcohol etilico que llena un envase de 200.0 ml? La densidad del
alcohol etilico es de 0.789 g/ml.

8. {Qué volumen de plata pesard exactamente 2500.0 g? La densidad de la plata es de 10.5
g/cm?

9. Expresa las siguientes cantidades en notacién cientifica:

a) 50 000 m/s?
b) 0.00000000062 kg
¢) 0.000023 s

d) 21 300 000 ml

e) 990 900 000 m/s
f) 0.000000004 L

10. El Monte Everest mide 8,847 metros de altura. ;Cuantos centimetros mide el Monte Eve-

rest?

11. ;Cuél medida es mayor?

a) 14mmo 1 cm
b) 145 m o 145 km
¢) 33dmo 1km
d)

)

)

e

3.4 cm o 30 mm
1 m o 990 cm

f) 10 km o 1,000 cm

12. Convierte las siguientes medidas

a) 450 km a cm
b) 50 kg a toneladas
c) b6 kg a g

13. Expresa en notacion cientifica:

a) Recaudacién de las quinielas en una jornada de liga de fatbol: 1 628 000 pesos.

b) Toneladas de CO3 que se emitieron a la atmosfera en 1995 en Estados Unidos: 5 228.5
miles de millones.

¢) Radio del 4tomo de oxigeno: 0.000000000066 m

14. Efectta y expresa el resultado en notacién cientifica, sin utilizar la calculadora:

a) (3x1077)(8 x 10'¥)
b) (4 x10712)(5 x 1073)
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0 (5 x 10'2)
2 x1073)
d) (5 x 10%)2
e) (4 x10%)72
f) (3.1 x 102) + (2 x 1019)
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