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1. Introduccién

En el dltimo cuarto del siglo XIX se tenia la percepcién que todos los fenémenos fisicos
podian ser descritos satisfactoriamente usando los conocimientos establecidos hasta aquel
periodo. Sin embargo, el grado de avance de las técnicas de medicién empezaba a generar
resultados que no podian ser explicados por las teorias aceptadas. Dichos experimentos
estaban asociados con fenémenos en donde las interacciones a nivel molecular jugaban un
papel fundamental. Estas discrepancias aumentaron el interés por mejorar los métodos de
medicién, con la esperanza de que los nuevos resultados estuvieran en concordancia con
la teoria. Desafortunadamente las nuevas técnicas no cambiaron el panorama, més atn,
dieron origen a mas casos que la teoria no podia explicar. Esta acumulacién de evidencias
genero la necesidad de un marco teérico nuevo que permitiera comprender las
interacciones que ocurren entre los componentes fundamentales de la materia. Como
resultado de estas observaciones surgieron muchos intentos de modificar las leyes clasicas,
pero s6lo con el establecimiento de la mecanica cuantica fue posible contar con un modelo

adecuado para entender los fenémenos microscépicos.

En este capitulo se presenta una revision muy breve de la mecanica clasica, ya que
juega un papel muy relevante atin en la mecénica cudntica. Adicionalmente se presentan
algunos de los experimentos que jugaron un papel decisivo en el surgimiento de esta

teoria.

1.1.Una revision breve de la mecanica cldasica

1.1.1. Mecanica newtoniana
La versién mas conocida de la mecénica clasica es la mecdnica newtoniana. Las
propiedades dindmicas de un sistema, descrito por las caracteristicas de las particulas que
lo componen y las fuerzas entre ellas, provienen de la solucién de las ecuaciones de
Newton,
d’r

F=m—2%, (i=1,2,++N). (1.1)
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Para un conjunto de coordenadas y velocidades iniciales, este sistema de ecuaciones

diferenciales acopladas permite obtener la trayectoria de cada una de las particulas,

{r_;(t)} , y todas las propiedades mecanicas del sistema, a lo largo del tiempo.

Se dice que un sistema es conservativo si las fuerzas que acttian en él provienen de una

funcién denominada energia potencial V = V(Fl,- : -,FN), a través de la ecuacion

F=-VV. (1.2)

1

En este caso, la energia total del sistema, la suma de la energia cinética y potencial, es una

constante,

dr. dr,
— l 1‘ 1 I
E= E Zmi_dt —dt+V(r

' 1,---,FN)=const. (1.3)

Por ejemplo, para una particula sujeta por un resorte que cumple con la ley de Hooke

(oscilador armoénico),
F=—kx, k>0, (1.5)

la ecuacién de Newton es unidimensional y toma la forma

2
k
md—xz—kx, X"+—x=x"+0*x=0, (1.6)
dt* m

k

2 .z .

en donde ®“=—>0. La solucién general de esta ecuacion corresponde a
m

x(t):Acosa)t+Bsina)t, (1.7)
en donde las constantes A y B dependen de las condiciones iniciales. En este caso,

A=x(0), Bo=x'(0). (1.8)
La energia potencial del oscilador arménico satisface la ecuacion

F:—kx:—m, (1.9)
dx

por lo tanto,
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V(X)z%kx2 =1mw’x?, (1.10)
y la energia es una constante,

E=1 ZI: . Z 2 : 2
=imw*°| —Asinwt + Bcoswt +5mw Acoswt + Bsinwt

:%mw2[2A2+ZBz:|:mwz|:Az+Bzi| (1.11)

Ejemplo. Considere ahora un problema en més de una dimensién. Un tiro parabdlico
se reduce a dos dimensiones. Dadas una posicion y velocidad iniciales. de acuerdo con la

Figura 1.,

e x(0) :( A ] 7 - x(0) :( B j 112

las ecuaciones de movimiento determinan la trayectoria y las propiedades dinamicas. En
este caso, tanto la posicién como la fuerza son vectores, sin embargo es posible separar el

problema en sus componentes cartesianas. La solucién se presenta en la Figura 1.1.

{4z} |
x”=0, /I
x(t)=A+Bt, x(t)=B . "
z'=-g
z(t)=C+Dt-1gt*, z/(t)=D-gt
V(x,z):mgz, X
E=m| }(B*+D")+gC | >

Figura 1.1. La solucién del tiro parabdlico con la ecuaciones de

Newton.

Nuevamente, de la solucién de la ecuacién de Newton se obtiene que la energia es una

constante.

En general, un problema de N particulas en tres dimensiones conduce a un sistema de

3N ecuaciones diferenciales de segundo orden.
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1.1.2. La formulacion de Lagrange

Una forma equivalente de la mecanica de Newton es la formulaciéon de Lagrange. En
este esquema se utiliza un conjunto de coordenadas que son relevantes para el problema
que se desea analizar, denominadas coordenadas generalizadas. Se debe construir una
cantidad denominada el lagrangiano y las ecuaciones de movimiento se obtienen derivado

a esta cantidad. Este proceso se describe a continuacion.

Por simplicidad considere a un sistema conservativo. Para este sistema, en coordenadas

cartesianas,

F =%(m,xi):—§—::. (1.13)

Como V:V(X1""'X3N) y T=%Zmi)'(i2 , entonces

1

Lid I (1.14)
ax. '

Asi, las ecuaciones de Newton toman la forma

d| JT aV
a __9v 1.15
dt(&)&i] é’xi (1.19)

En general, si se denotan las n coordenadas relevantes del sistema con g, para

i<n<3N, entonces

q, :qi(xl,---,XSN,t), (1.16)

en donde estas coordenadas pueden ser distancias, angulos, etc. Se define el lagrangiano

del sistema como

L=L(q,.q, 4,4, )=T-V, (1.17)

y en este caso las ecuaciones de movimiento quedan la forma siguiente,

d| JL JL
— =— == 1.18
dt(&c‘li] aq, (L18)
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A estas ecuaciones se les denomina ecuaciones de Lagrange y son n ecuaciones

diferenciales de segundo orden.

Ejemplo. Cuando el movimiento ocurre en un plano y se usan coordenadas polares,

q,=ry q,=¢, el lagrangiano toma la forma
L= %m(fz +r2q52)—V(r,¢), (1.19)

y las ecuaciones de movimiento quedan directamente en términos de las coordenadas

relevantes,

d . 12 8V d 21 aV

—\mr|=mr¢°———, —\mre¢g)|=——. 1.20

dt( ) ¢ ar dt( ¢) 2] (120
Si se tiene una orbita circular, =0, entonces

. V .
mr¢’ =8_:_F , mr? :_8_V , (1.21)
ar g 2]

en donde la primera ecuacién contiene a la fuerza centripeta. Para el movimiento circular

uniforme, ¢=const, por lo que

. v
mr¢®>=—F =const, —=0. (1.22)

r 8¢
Esto es, el momento angular, L=mr¢’, se conserva y el potencial slo puede depender de

la variable radial.

1.1.3. La mecanica de Hamilton

Un esquema alternativo para los sistemas conservativos es la formulacién de Hamilton.
Esta variante utiliza coordenadas y momentos generalizados como variables basicas. Esta
formulacién es especialmente interesante ya que la mecanica cuédntica se construye

tomando como punto de partida los conceptos de la mecénica de Hamilton.

El lagrangiano permite definir al momento conjugado de la coordenada ¢,

p==—- (1.23)

1-6



Cuando el lagrangiano no depende explicitamente de la velocidad generalizada g,

entonces, las ecuaciones de Hamilton conducen a

dp, _

d

por lo tanto, p. es una constante de movimiento.

El hamiltoniano de un sistema se define como
H:H(qll"'lpli' :t)Ezp,q, _L/

y las ecuaciones de movimiento (ecuaciones de Hamilton) toman la forma

H OH

o, " dq, "

(1.24)

(1.25)

(1.26)

En este caso se tienen 2n ecuaciones diferenciales de primer orden. Para un sistema

conservativo, el hamiltoniano coincide con la energia total,
H=T+V=E.

Los momentos conjugados de una particula que se mueve en el plano son
. 21
p.=mr, p¢:mr¢,

por lo que el hamiltoniano queda en la forma

2 2
H=P Do
2m  2mr?

+V.

Para este caso, las cuatro ecuaciones de movimiento resultan ser

2

m’ " omr® or’
(1.30)
o, v
= mr?’ Py o9

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.31)
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En un sistema con potencial central, V' = V(r) , se tiene que el momento angular, p 57 €8

una constante de movimiento. Adicionalmente, para el movimiento circular uniforme, p,
es constante, por lo tanto, se obtiene la siguiente condicién para una 6rbita circular,

2
Py _V_ o (1.32)
mr®  dr r

1.2. Los origenes de la mecdnica cudntica
A finales del siglo XIX surgieron muchas evidencias experimentales que, a largo del
tiempo, dieron origen a la mecénica cudntica. En esta seccién se presentan algunos casos

importantes.

1.2.1. La radiacidon térmica

L

Figura 1.2. La distribucién espectral de la radiacién térmica para

dos temperaturas diferentes.

En aquella época se analiz6 la distribucién espectral de la radiacién que emite un
cuerpo, problema de la radiacién térmica. La potencia total emitida por unidad de area,
W, tiene un comportamiento sencillo con la temperatura y estd descrito por la ley de

Stefan-Boltzmann,
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W=oT*. (1.33)
Esta ecuacion puede deducirse con argumentos termodindmicos.

Adicionalmente, la distribucién espectral de la radiacion, Figura 1.2, presenta un

maximo que depende en forma inversa con la temperatura,
A_ T=const.
max
(1.34)
A esta expresion se conoce como la ley de Wien.

Los modelos clasicos fueron incapaces de proveer un modelo adecuado para el
comportamiento de la figura. Las leyes conocidas en aquel momento daban origen a la

ecuacion de Rayleigh-Jeans,

W 8nkT

A 14

) (1.35)

Figura 1.3. La comparaciéon de la distribucion espectral de la
radiacion térmica experimental con los modelos de Rayleigh-Jeans

y de Wien..
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Sin embargo, esta ecuacion diverge para A pequefia y la curva no es integrable, aunque
este modelo funciona relativamente bien para A muy grande. Por otro lado, se tenia una

ecuacion empirica que funciona mejor para A pequefia (ecuaciéon de Wien),

-5
Wien __ C1/’1’

- exp(cz/lT) ‘

w (1.36)
Ambas ecuaciones se muestran en la Figura 1.3. Max Planck realizé muchos intentos para
obtener una ecuacién que describiera el comportamiento experimental, pero siempre lleg6

a la expresion de Rayleigh-Jeans.

Usando un analisis de la termodinamica de los dos modelos, observé que cada uno
tiene un comportamiento diferente; sin embargo, decidié proponer una ecuacién que en
un limite tiende al comportamiento de la ecuaciéon de Rayleigh-Jeans, mientras que en el

otro se comporta como el modelo de Wien. La ecuacién de Planck,

Planck — 871. ChZiS
* exp(ch/),kT)—l '

(1.37)

reproduce en comportamiento experimental si el valor de & se ajusta usando los datos
experimentales. Planck encontré que la tinica hipétesis que permite justificar esta ecuacion
se apartaba del sentido comtun de aquella época. La hipétesis de Planck indica que
“cuando la materia intercambia energia en forma de radiacién (con frecuencia v ), este
intercambio sélo ocurre en multiplos de una cantidad minima igual a hv ”. Esta hipotesis
contradice la naturaleza ondulatoria de la radiacién ya que parece indicar que la radiacion
se intercambia por “paquetes” pequefios con energia igual a hv . Planck trat6 de encontrar

otra forma de justificar su ecuacion, pero nunca lo logré.

1.2.2. El efecto fotoeléctrico y otros fendmenos

Los resultados del efecto fotoeléctrico también presentaban problemas de
interpretaciéon. Cuando se irradia un electrodo metélico de un tubo de descarga con cierto
tipo de luz, en algunos casos se observa una corriente. La corriente sélo aparece a
frecuencias mayores de un valor que es caracteristico de cada metal (frecuencia umbral) y,
en este caso, la corriente es proporcional a la intensidad de la radiacién. Para frecuencias

menores que la umbral, no se observa ninguna corriente, incluso si la intensidad es muy



grande. Cuando hay corriente fotoeléctrica, la energia cinética de los electrones crece con

la frecuencia de la radiacion.

Tomando en cuenta la hipétesis de Planck, Albert Einstein propone que la radiaciéon
estd formada por los paquetes de Planck (fotones) y que cuando un fotén es absorbido por
una particula de materia, la energia de esta particula se incrementa en hv . De esta forma,
en el efecto fotoeléctrico, los electrones del metal pueden absorber un fotén de la radiacion
incidente. Si el fotén no proporciona energia suficiente al electréon, como para poder
escapar de la atraccion que el metal ejerce sobre €], el electrén se queda en el metal y no se
observa ninguna corriente. Por el contrario, si el fotén tiene energia suficiente, parte de
ésta la usa el electrén para vencer la atraccion del metal y el resto queda como energia

cinética. En este caso, el balance de energia tiene en la forma siguiente,
2
hv =W, +mv", (1.38)

en donde W, es la energia minima necesaria para extraer un electrén del metal, y se

denomina funcién trabajo. Esta ecuacion permite explicar el comportamiento observado
en el efecto fotoeléctrico y le da soporte tanto a la hipétesis de Einstein, como a la de
Planck. Por otro lado, fortalece la evidencia del comportamiento corpuscular de la

radiacion, al menos durante la interaccion con la materia.

Einstein también estudié la dependencia de la capacidad calorifica de los s6lidos con la
temperatura. Los modelos clasicos predicen que la capacidad calorifica molar debe ser
igual a 3R, sin embargo este resultado solo es correcto a temperaturas altas. Para
temperaturas bajas se observa que la capacidad calorifica disminuye hasta llegar a cero, en
0 K. Einstein propuso que la energia de vibracién en el sélido sélo puede tomar valores
que son multiplos de hv, en donde Vv es la frecuencia de la vibraciéon. Usando la mecénica
estadistica calcul6 la energia del s6lido y su capacidad calorifica molar. En este modelo se

obtiene que

Cm=3R{h—vj2 exp[hv/kT] = (1.39)
kT (exp[hv/kTJ—l)

A temperaturas altas, esta ecuacion se comporta como el modelo clésico, pero a

temperaturas bajas tiende a cero. Esta ecuacién describe adecuadamente la tendencia



general, sin embargo la forma en que €, tiende a cero no es la correcta, Figura 1.4. Sin

embargo, este modelo sugiere que en algunos casos, la energia s6lo puede tomar algunos

valores particulares.

G, /R

clasico

Hinstein

ikl

I I T

Figura 1.4. La prediccién de la capacidad calorifica molar de un

s6lido con los modelos clasico y de Einstein.

La dispersion ineléstica de rayos X o efecto Compton muestra que la longitud de onda
de los rayos X dispersados por los electrones de un sélido cambia en forma proporcional al
coseno del angulo de dispersion. Este comportamiento puede explicarse si se asume que el
fotén de los rayos X, al interactuar con un electrén, se comporta como una particula, con

momento 71k y energia hv . En este caso,

cosO=1+ 2mme

(A-1), (1.40)

en donde 0 es el angulo de dispersiony A y A’ son las longitudes de onda incidente y

dispersada, respectivamente.

1.2.3. El modelo atémico de Bohr
Niels Bohr us6 esta informacién para proponer un modelo de la estructura del 4tomo

de hidrégeno. Dado que las lineas espectrales se conocian con precisién, Bohr ajusté su



modelo para reproducir estos datos. El modelo atémico de Bohr se basa en dos postulados:

(1) el electrén se mueve alrededor del nicleo en 6rbitas circulares estables, con un
momento angular que es multiplo de 7= h/ 27 ; y (2) cuando el atomo absorbe o emite

radiacion, la energia del foton asociado, hv, coincide con la diferencia de la energia entre
las dos orbitas estables involucradas. Estos postulados limitan los valores de muchas
propiedades. Por ejemplo, el tamafio de las 6rbitas y el momento del electrén toman
valores discretos, al igual que la energia,

n'z’

EFE=———. (1.41)
n 2.2
2mao n

A este comportamiento se le denomina cuantizacion.

El modelo de Bohr funciona bien para cualquier 4tomo o ion de un electrén, sin
embargo no es aplicable para los &tomos polielectrénicos, ya que las reglas de

cuantizacion, cuando pueden establecerse, se vuelven muy complicadas.

Poco tiempo después de que Bohr presenta su modelo atémico, Louis de Broglie
propone que, de la misma forma que la radiacién exhibe comportamiento ondulatorio y
corpuscular, la materia también puede mostrar un comportamiento ondulatorio. Para un

foton, la energia y el momento estan relacionados por la ecuacion E = pc, por lo que el

momento y la longitud de onda son inversamente proporcionales,

h
A=—. (1.42)
p
De Broglie propone que a las particulas en movimiento también se les asocia una longitud
de onda que sigue la relacion anterior. Este comportamiento ondulatorio de la materia fue
reportado por Davidson y Germer poco tiempo después al encontrar patrones de

difracciéon de un haz de electrones que interactia con un cristal.

La hipétesis de de Broglie le permitié a Bohr eliminar su primer postulado, ya que las
6rbitas estables del modelo de Bohr son aquellas en las que el comportamiento

ondulatorio no se destruye por interferencia.

Hasta ese momento, las leyes que gobiernan el comportamiento de las particulas

microscépicas eran desconocidas. La tinica forma de entender su comportamiento



radicaba en un conjunto cada vez mas grande de hipétesis y principios, pero no existia una
teoria que los contuviera a todos. Por lo que la necesidad de una teoria del mundo
microscopico era evidente. La mecanica cuantica aparece como la teoria que permite
explicar y predecir estos fenémenos. A lo largo de esta obra se pretende explicar como
funciona esta teoria y aplicarla a los sistemas de interés en la quimica, como son los

atomos y las moléculas.

1.3. Problemas

1. A partir de los postulados del modelo atémico de Bohr, obtenga expresiones para el

radio y el momento lineal de un electrén en las drbitas estables. Demuestre que
V =2E =—2T ,donde T , V y E son respectivamente la energia cinética, potencial y
n n n n n n

total del sistema en una 6rbita permitida. (Recuerde que las 6rbitas son circulares.)

2. En microscopia, el maximo detalle que se puede observar es del orden de magnitud de
la longitud de onda utilizada. ;Cual serd el limite de resolucién de un microscopio
electrénico que usa electrones con energia cinética de 150 keV? ;Cuantas veces mas grande
es éste, comparado con un microscopio 6ptico? (La longitud de onda en la regién visible

esta entre 400 y 700 nm.)



