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11. La suma de los momentos angulares

La presencia de diferentes tipos de momento angular, orbital y de espin, y mas de una
particula produce un momento angular total, sumado vectorialmente. Debido a que las
componentes del momento angular no conmutan entre si, no es posible determinar todas
las componentes de la suma de los vectores y, por esta razon, es necesario contar con un

método para sumar momentos angulares.

Sean ]1 y ]2 dos momentos angulares, el momento angular total es la suma de ambos,

J=J,+1, (11.1)

en donde los operadores de las partes conmutan, []1,]2]2 0, debido a que acttian sobre
diferentes coordenadas. Como consecuencia, el momento angular total también conmuta

con sus partes, [jji ] =0.

Para identificar a las funciones propias del momento angular total es necesario contar
con un conjunto de operadores que conmuten, ya que estas funciones deben ser funciones

propias de dichos operadores. Normalmente se consideran dos opciones.

~

El conjunto de operadores de los momentos angulares individuales, {jlz,jzz 'j13' ]23} ,

tiene como kets propios a |, J, ;ml,m2> , que consiste en el producto directo del conjunto

de kets propios de cada operador individual. A este conjunto de kets se le denomina la

base desacoplada.
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La segunda opcién consiste en tomar a los operadores { I5I0T5 ]Z} . Estos operadores

tienen los siguientes kets propios, |j j, jzmj> , y se les llama la base acoplada.

Es importante mencionar que ambos conjuntos de kets forman una base del mismo
espacio vectorial y, por tanto, son matematicamente equivalentes. Sin embargo, una base

puede ser mas comoda que otra para alguna aplicacién particular.

Los kets de la base desacoplada, D> z‘ Jjm; j2m2> , cumplen con las siguientes

propiedades,



J?|D)=J,(j,+1)n?| D), J,|D)=mn|D), (11.2)

A)=|jijm,),

mientras que para los kets de la base acoplada,
M= io)ela), Flaba(oelah  Iamia). oo

11.1. Los valores propios
Para determinar los valores propios del momento angular total es necesario analizar
con mas detalle ambos conjuntos. Dado que el momento angular total es la suma vectorial

de los momentos individuales, entonces
]z:]l3+]23' (11.4)

Si se aplica este operador sobre un ket de la base desacoplada se tiene que

S

J,

D)=(m, +m,)r| D)=m #| D). (11.5)
Asi, m =m, +m,y

)=l (), =)o) =)

Por lo tanto, el valor mas grande de j que se puede obtener es
jmax:j1+j2’ (117)

y los valores de m, que se observan son

mf :_(jmax)’""jmax :_(jl +j2)" “’jl +j2 ’ (118)

Para determinar el valor minimo de j es necesario conocer el ntimero de kets que hay

en la base desacoplada. Como estos kets provienen de un producto directo,
‘D>:‘j1j2m1m2>:’jlm1>‘jzmz>' (11.9)

entonces hay n= (2 J; +1)(2 J, +1) kets en la base desacoplada. Este es el mismo nimero

de kets que hay en la base acoplada, puesto que son una base del mismo espacio vectorial.

Por lo que



n=Y (2j+1). (11.10)

Al igualar ambas expresiones y resolver para j__, se tiene que j z‘ J,— jz‘ . Asi,
IEIAESEI R (11.11)

11.2. Las funciones propias
Dado que ambos conjuntos de kets forman una base del mismo espacio, los kets de la

base acoplada son una combinacién lineal de la base desacoplada,

Jigm)= 3 € (o) oo dyim,m,), (11.12)
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en donde los coeficientes son proyecciones,

. ()= <J'1J'2:mlm2 J j1j2m1.>, (11.13)

y se denominan coeficientes de Clebsh-Gordan o simbolos 3 . Estos coeficientes
garantizan que los kets de la base acoplada sean kets propios de los operadores

2 52 g2 . .2 .
J5.J.,],] - A continuacién se muestran algunos ejemplos en donde se calculan estos
177277z
coeficientes.

11.3. Ejemplo. El momento angular total de un dtomo hidrogenoide

En un atomo hidrogenoide, el momento angular total del electrén es la suma de su

momento angular orbital y el de espin, s=1,

~ A A\2 EaRAR A ~ A A A A A A
Ji=(L+8) =P+2L-5+8=P+8+20,8,+L 3 +L 8,
J,=L,+3,. (11.14)
En general, los kets de la base acoplada satisfacen la ecuaciéon de valores propios
PV g N
[? ]lsmj> = ](]+1)’]Ismj> , (11.15)



por lo que, al sustituir la ecuacion (11.12) en la (11.15) y proyectar, se tiene que
> L2 (Lot fsimam )= ()22 (15), (11.16)

o bien,

2 NS, =I0#1)C (15) )

m',m;;;m,m
Usando la notacion matricial, la ecuacién anterior se puede escribir en la forma siguiente,
J’C=j(j+1)C. (11.18)

En este caso, la matriz de momento angular total contiene los elementos

2—;‘ ls;m,ms>

(Jz)m,m,.mm =<ls;m’,ms’
= I(l+ 1)5m O +s(s+ l)5m O +2mmb O
o m i (11.19)
+\/(l—m+1)(l+m)(s+ms+1)(s—m5)5 o

m=Lm"~ m+1,m,

0

m+lm"™ m —~1,m,

+\/(l+ m+ 1)(1— m)(s— m_+ 1)(s+ ms)5

En forma similar,

il

y para las componentes,

jlsm}_> =m, ‘ jlsmj> , (11.20)

%C;ﬂs(l,sxls;m’,m; % ls;m,ms>=m}.C;’:;; (I,s), (11.21)
esto es,

z ernlmnj (I,s)(m+ms)5m’m,5mym; =(m’+ms)C;','Z;; (I,s) , (11.22)
por lo tanto

[mj —(m+msﬂC;’:nnfs (l,s)zO. (11.23)



Entonces, cuando
m=m+m_. (11.24)
Jj s
el coeficiente puede ser distinto de cero, mientras que,

" (1s)=0, (m #=m+m,). (11.25)

m,m
s

Adicionalmente, algunos coeficientes son cero atn cuando la condicion m, =m+m_ se
cumple. El valor de todos los coeficientes se obtiene de la solucién de la ecuaciéon (12.18),
para cada uno de los valores de j en el intervalo ‘I— s‘ <j<Il+s.

Para determinar a todos los coeficientes es necesario aplicar la condicién de

normalizacién. Asi,

1= <jlsmj‘jlsmj> = 2

mm

(11.26)

qu’_’,’j;;(l,s)r=6-6=2

s s

Los orbitales s
Para los orbitales tipo s, [=0 y s=7, la matriz del momento angular total toma la

forma

(mm)  (03) 3 0
(0-4) 0 3

Observe que en este caso | es diagonal en la base desacoplada, por lo tanto
j(j+1)=2, (11.27)
y j=J_.=J. . =3 Adicionalmente,

2031)= 1), 104-1)=[t.B). (11.28



Los orbitales p

En este caso, /=1 y s=1,y la matriz del momento angular queda en la forma

I 3 () (02) (03) (1) (23
(1.2) B0 0 0 0 0
(L-%) o Z V2 0 0 0
(0.2) 0 2 o 0 0 0
(0-1) o 0 0 U N 0
(1.2) 0 0 0 2 z 0
(-1-1) o 0 0 0 0 1

o= (o) 2]
:(%—x)z(;i—gx+x2—2)2:(%—x)z[xz—zgxq—g]z
:(14—5—)()2[)(2—2%)(+(%)2—fé+‘1‘—ZT e
() (xmg ) () = (x5 (e

Asi, j=1,3 . Por lo que los valores de j cumplen con la condicién

l+s=32j2|l-s|=1, (11.30)

Resolviendo primero para j=+, se tiene que, cuando m, =, el tnico coeficiente

distinto de cero es

¢, =C72(1,1), (11.31)
entonces
C=c,[1,0,0,0,0,0]=[1,0,0,0,0,0], (11.32)



3143)=[11:33) =Y, ). (11.33)
Para m =1, solo dos coeficientes sobreviven,

c,=C2(1,1), c,=CI(11). (11.34)
Asi,

J’C=][0,c,,c,00,0]=15C, (11.35)
que equivale al sistema de ecuaciones

¢, +v2c, =3¢,  2c,+ic =B, (11.36)
por lo que ¢, =+/2c, , entonces

C=c,[ 012,000, 2121)=1|v, B)+\2|¥, @), (1137)
y

ci(13) =4 C(13) =43 (11.38)

En forma similar,
3138 =\3a[rB)+Bve).  [s1a-5)=]y, B),
)= i), [a-n=ie) -l e). a1

Como ambos conjuntos forman una base del mismo espacio vectorial, entonces ambas

estan relacionadas a través de una transformacion lineal,

3/2,3/2 3/2,3/2 3/23/2
‘ %1%%> 61,1/2 C1,71/2 te 671,71/2
: : 1 1;%%>
3/2,-3/2 3/2-3/2
%1%_%> C1,1/2 671,71/2 11;%—%> (11.40)
1/21/2 1/21/2
%1%%> C1,1/2 C—1,—1/2 1—1;%——
1/2-1/2 1/2-1/2
%1%_%> C1,1/2 C—1,—1/2



esto es,

X =CX (11.41)
o bien,
TN [Jidii )
X = : =C : (11.42)
‘jminjljz_jmin> ‘jl_jl"jZ_j2>

Observe que los renglones de la matriz C son los vectores propios de J? y jz ,

1 0 0 0 0 0
0 1/3 2/3 0 0 o0

C(1=1,5=1)= 0 0 0 23 i o (11.43)
0 0 0 0 0 1
0 —\2/3 i3 o 0 o0
0 0 0 1/3 —2/3 0|

Siguiendo el mismo procedimiento, para los orbitales d, se obtiene la matriz de los

coeficientes de Clebsh-Gordan,

1 o 0 0 0 0 0 0 o o
0 +1/5 4/s 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2/s \3/s 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 3/s \2/s 0 0 0
T
0 —4/5 1/5 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 —3/5 +2/5 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 2/s —J3/5 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1/5 —+J4/5 o0




