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13. Las moléculas
Una molécula esta formada por electrones y ntcleos. Para distinguir a unos de otros se

usa la notacién siguiente. Se emplean indices en mintiscula para numerar a los electrones,
Lj,=12,--N, (13.1)
mientras que para los ntcleos se utilizan indices en maytscula,
AB,--=12,--M. (13.2)
La carga de los electrones es negativa, —e, mientras que para los nticleos es positiva, Z e.
La posicion de los electrones se denota con mindscula, 7, y la de los nticleos con
mayuscula, R - Para la masa se sigue la misma distincion, U representa la masa de un

electrony M, la de un ndcleo.

El hamiltoniano molecular consta de varios términos,

A~

H=T +T +V _+V _+V , (13.3)

e ne ee nn

=

la energia cinética de los ntcleos,

. 2 M /2
T=—7)—%, (13.4)
2 A=1 IblA

y de los electrones,

2 N
=——) V7, (13.5)
2053

a1

la energia potencial de atraccion entre nicleos y electrones,

2

n M N q
Ve = —ZZAZ‘ : (13.6)

A=1  r=1 RA —r

de repulsion entre los electrones,

2
Pty (13.7)

r—r.
i
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y de repulsion entre los nacleos,

n 1. Z 74
vV == fiﬁ’q. (13.8)

La funcién de onda depende de todas las coordenadas, tanto de los electrones como de los

nucleos,

¥)=Y(F,....F, R

N L2

R,). (13.9)
y satisface la ecuacion de valores propios de la energia,
Aw)=w|¥). (13.10)

Como en el caso de los 4tomos polielectrénicos, el hamiltoniano no es separable, por lo
que s6lo se pueden obtener soluciones aproximadas. En este capitulo se discuten
solamente métodos moleculares basados en el uso de un determinante, el método de

Hartree y Fock y algunos métodos semiempiricos.

13.1. Aproximacién de Born y Oppenheimer
Para reducir un poco la complejidad del problema, se asume la separabilidad entre la
parte nuclear y la electrénica. La aproximacién de Born y Oppenheimer propone el

esquema siguiente,

w)=|¥,,)=|¥0,), (13.11)

1

P BO o
en donde la parte electrénica, V', depende paramétricamente de las coordenadas

nucleares y la parte nuclear, ® , no depende explicitamente de las coordenadas

electrénicas,
BO BO (= = .D D _ D D
WO =WO(F,... iR, R, ), ® = (R,..R,). (13.12)

Adicionalmente, la parte electrénica debe ser funcién propia del hamiltoniano electrénico,
H, =T +V +V ,parauna eleccion particular de las posiciones nucleares (hamiltoniano

de la molécula con los ntcleos fijos) ,
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A

Hel

vy )=(1.47,+7,)

W)= E

P (13.13)

Dado que este hamiltoniano electrénico depende paramétricamente de las coordenadas

D : BO BO sz .
nucleares, {R1" R, } , sus soluciones, ¥~ y E_”, también dependen de las mismas. Para

cada conformacién de las posiciones nucleares, la funcién electrénica debe estar

normalizada,

(v

wio) =1 (13.14)

el
Si se aplica el hamiltoniano total a la funcion de la aproximacién de Born y
Oppenheimer se tiene que
IfI“PBO> = (I)n‘ ’I’\;‘PZO>+CI)n’Vne\PZO>+ (Dn‘ Vee\PfIO>+ (Dn
BO
Vo . -vY
M

14 ‘PZO>

nn

+q>n‘7j\1150>—h22 e +|7jcp">‘\1150>
A
:c1>n\1§r;Pf;’>+cbn\qufff’>+q>n|7“"nlpf;’>+]f;c1>n>\lpff>
Vo . VP : (13.15)
_hzgt A MAA [

=(EX® +v, @ +T @ |¥2)+ 0,

Tvy)

1
_hzzM VAq)n ‘VALPSIO
A

A

Cuando las derivadas de la parte electrénica con respecto a las coordenadas nucleares son

vy

«<1ly ‘Vj‘PfIO

pequenias, <<1, los dos tltimos términos de la ecuacién (13.15)

pueden despreciarse y queda un hamiltoniano nuclear aproximado,

~

i wio). (13.16)

o) = T, 4V, +EF (R Jo ) ¥7) =] @,)

, queda una expresioén que s6lo

Al proyectar sobre el bra de la parte electrénica, <‘P§O

contiene a la parte nuclear, en la forma de una ecuacién de valores propios,
A”|® )=w"|o ). (13.17)

En este caso, el hamiltoniano nuclear aproximado,
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A% =T +v (R,)+EZ(R,)=T +V™(R,), (13.18)

es un hamiltoniano efectivo, ya que la energia potencial toma en cuenta en promedio el

efecto de la parte electrénica,

£ (R,)=(v2(R,)

v (R, )>1 . (13.19)

El potencial efectivo, VnBO (F? " ) , se denomina la superficie de energia potencial (PES,
Potential Energy Surface) y depende de todas las posiciones nucleares. Este potencial

contiene la repulsion entre los ntcleos y la contribucion electrénica,

v?(R,)=V, (R,)+E?(R,). (13.20)

n

Por lo tanto, para construir la superficie de energia potencial es necesario resolver la

ecuacién de valores propios de la parte electrénica para cada conformacién molecular y
.. . . BO( p
sumarle la repulsion entre los ntcleos. Una vez que se tiene V. (R " ) , se resuelve la

ecuacion de valores propios nuclear. Finalmente, con la funcién aproximada de la

aproximacion de Born y Oppenheimer se evalta la energia molecular,

<\{jb’0 ‘[:\[‘ \PHO>

RO T s 3
<\{-’c'/ (Dn ‘7—:1 + Vlm + Hc'/

YD)

<\_P:/f() ® )

- BO BO
7::+V +Ee/ “Pe/ (I)n>

nn

(13.21)

- <\P;,’0cb,, V0,V POy

o T ‘Pe’f‘)>— n EML@P?%”

nn e
A A

+ <‘-[l(‘[;()¢ﬂ

Wio(T,+7,, +EX)D, )

nn

y despreciando nuevamente los dos primeros términos,
] BO BO( 1) BO
(W o AW )= (W20 |92 (A @ )) =W (13.22)

En general, realizar este procedimiento es muy complicado y en la gran mayoria de los

casos solo se resuelve la ecuacién de la parte electrénica (aproximacion de nacleos fijos).

Para una molécula diatomica (M =2), la tinica coordenada relevante es la separacion

internuclear, d. En este caso, la superficie de energia potencial es una funcion de una
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variable. La Figura 13.1 muestra una superficie de energia potencial tipica de una molécula

diatémica.

Figura 13.1. La superficie de energia potencial tipica de una

molécula diatémica.

Para las moléculas con més nucleos, la superficie de energia potencial presenta
maximos, minimos y puntos de silla. Los minimos representan conformaciones
moleculares de equilibrio (conférmeros estables), mientras que algunos puntos de silla

estan asociados con estados de transicion.

13.2. El método de Hartree y Fock molecular
En las moléculas, el método de Hartree y Fock presenta una variante. Normalmente no

se resuelven las ecuacion diferenciales, el problema se transforma en uno algebraico.

En esta variante del método de Hartree y Fock, la funcién también se aproxima por un

determinante de Slater,
\\pe,>z|mpw>:\p>:ﬁm,ﬂ.m. (1329

A las funciones monoelectronicas, ¥, se les denomina orbitales moleculares y deben ser

ortonormales,
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(w|w,)=5, (13.24)

Los orbitales moleculares se expresan como una combinacion lineal de un conjunto de
funciones auxiliares, denominadas las funciones de la base y, en muchos casos, simulan a

los orbitales atémicos,
M n,
W=22C,0, (13.25)
A=1 j=1

A este método se le conoce como el método de orbitales moleculares por combinacién
lineal de orbitales atémicos, LCAO-MO (Linear Combination of Atomic Orbitals-Molecular
Orbitals). Al conjunto de funciones auxiliares se le da el nombre de conjunto de base y

normalmente se usan indices griegos para denotarlos,

{2.}=19,} (13.26)

Asi, el desarrollo de un orbital molecular se escribe en la forma

2.) (13.27)

v)=>c,
u=1

en donde los coeficientes del desarrollo son ahora las incégnitas del problema. Del mismo

modo, la condicién de ortogonalidad toma la forma

(w|w,)=6,=CC,5,. (13.28)
uv
en donde las integrales de traslape, Sﬂv , estan definidas como

Sy = <Z,1‘Z> (13.29)

y se agrupan en la matriz de traslape, S.

13.2.1. Los tipos de bases

Existen muchos conjuntos de base, pero se pueden clasificar genéricamente de acuerdo
a su tamafio. Una base minima consiste en una funcién auxiliar por cada orbital atémico
ocupado. Se le llama base de valencia a un conjunto que sélo se usa funciones auxiliares

para los orbitales atémicos de valencia. Las bases extendidas son aquellas que contienen
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funciones adicionales, ya sea con el nimero cuantico / mas grande, o funciones mas
dispersas. En ambos casos, las funciones adicionales tienen como objetivo aumentar la

flexibilidad del conjunto de base para representar mejor al sistema de estudio.

Por ejemplo, una base minima para el benceno, C H,, requiere de una funcién auxiliar

para cada hidrégeno (1s) y 5 funciones para cada carbono (1s, 2s, 2p.1, 2po, 2p1). En total, se
requieren n=36 funciones en este conjunto de base. Desde luego que el conjunto de base

debe ser mas grande si se desea una precision mayor.

13.2.2. La densidad electrdonica y el analisis de poblacién

Una propiedad que se puede determinar experimentalmente es la densidad electrénica.
El valor de esta propiedad depende del lugar en donde se mida, ya que, en general, la
densidad se acumula en las regiones cercanas a los ntdcleos. La densidad electrénica se

calcula como un valor promedio,

p(F)={v|2(F)v). (1330

en donde aparece el operador de la densidad,

p(F)=.8(F-). (13.31)

Este es un operador de un cuerpo y, en la aproximacién de Hartree-Fock, la integral toma

una forma sencilla,

N

pu(F)={0lp(F)|P)= 3

i=1

1//1.(?)‘2 . (13.32)

Al utilizar las funciones de base, esta expresion se transforma en

Pur(7)= X0, €2, (F) 2, (F)= 2R, 2, (7) 2, (7). (1333)

uvi

en donde la matriz P se denomina la matriz de la densidad y esta definida como

N
P, ngCw : (13.34)

Al integrar la densidad electrénica se obtiene el nimero de electrones de la molécula,
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N={ p,(F)dFr=3P S, =Tr(P5"). (13.35)
m

Cuando todas las funciones del conjunto de base estan centradas en los atomos de la
molécula, es posible asignarle un niimero de electrones a cada atomo. Sin embargo, este

procedimiento es arbitrario y los resultados de esta asignaciéon cambian de una base a otra.

El analisis de poblacién de Mulliken es una propuesta para esta asignacién. En este
modelo, la suma mas externa de la ecuacién (13.35) se agrupa por d&tomo y la suma de cada

grupo representa el nimero de electrones que le corresponden a dicho dtomo,

N,=X>>PS,. . (13.36)

UEA Vv

Con esta definicién, todos los electrones son asignados a alguno de los atomos de la

molécula,

Y N,=N. (13.37)

Si ambas sumas se agrupan por atomo, es posible definir un orden de enlace para cada par

de 4tomos en la molécula,

BOABEZbAszAB+bBA, A#B, (13.38)
en donde
b,=>DP.S.. (13.39)
ueA veB

De tal forma que, dentro de este modelo, se puede hablar de electrones no compartidos del

atomo A,

N.=b,,. (13.40)

AA

Estas cantidades estdn relacionadas por la ecuaciéon

N,=N,+Yb, =N, +Y —4. (13.41)

B#A B#A 2
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13.2.3. La solucién variacional
Para determinar los coeficientes del desarrollo de los orbitales moleculares se usa el
método variacional. La energia dentro del método de Hartree y Fock depende de las

integrales mono- y bielectrénicas,

- :ZEEO)%Z[ J,-K, ] (13.42)

Al sustituir el desarrollo LCAO-OM, en las expresiones para ambos tipos de integrales, se

obtiene a la energia como una funcion de los coeficientes,

B(c, )= 2. {x, i

iy

1 * *
+Eq2 2 C,uiC/IijiCaj[<%uZ/l r,

12
ijuvic

= P;WH#V 2 P P [(u/l|va)—(lu‘v0')}

uv uvo

ﬂ (13.43)

-

12

en donde aparecen integrales mono- y bielectrénicas que involucran a las funciones

auxiliares,
. . 72 Zq
H,(lo) E<x,1 h(o)‘lv>f A =—$V2—§—‘§Af? ,
(“’1|VG)E<7C;1751|Z£|%VXG>' (13.44)

Los coeficientes de los orbitales moleculares, {C i } , minimizan a la energia,

manteniendo la condiciéon de ortogonalidad,

E_= min E(Cw). (13.45)

Utilizando el método de los multiplicadores indeterminados, se tiene que

J
0=—7 {E(Cﬂ")_,zj'[\ff[ C.C,S, _5"’”' (13.46)
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o bien,

oF =>A,>88CS =>5C A, (13.47)
dC i Uﬂ

woki vty wovj

La derivada de la energia se evalta en forma directa,

OE JE P,
ac’ _ZBP ac zap Z #Co (13.45)

vk

en donde la matriz de Fock,
F, Ea—E: z [(yl’ﬁo)—(ly‘ﬁc)}, (13.49)

depende de los coeficientes. Asi, la ecuacion variacional se reduce a
%F ' Co :25 Co, (13.50)

Si se aplica la transformacion unitaria que diagonaliza a la matriz A, A= 5i],81., se

obtienen las ecuaciones de Roothaan,
%F Cy =¢, 25,(1 C; ‘%%%Cﬁw (13.51)

que en notacién matricial toman la forma

FC=5§CA. (13.52)

Esta ecuacion se puede transformar en una ecuacioén de valores propios mediante el

procedimiento siguiente. Se define una nueva matriz, §§=S . Entonces,
§UFC=5"F575C=(57F57)(3C)=575CA =(5C)A, (13.53)
o bien,
F'C’'=C'A, (13.54)
endonde F'=5"F5" y ('=5C.

Por lo tanto, las ecuaciones de Roothaan se transforman en ecuaciones de valores propios,
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FCl=¢C, FC=¢C. (13.55)

uv Vi i i

Para que exista solucién distinta de la trivial es necesario que el determinante del sistema

homogéneo sea cero, por lo tanto,

|[F'—¢l|=0. (13.56)

Al resolver esta ecuacion (ecuacion secular), se obtienen los valores propios, {81.} . Para

cada valor propio, se resuelve el sistema homogéneo y se obtienen los coeficientes de los
4
i

orbitales moleculares, {5 } Normalmente, estos coeficientes se agrupan en la matriz C.

Como la matriz de Fock, F, , depende de los coeficientes, es necesario resolver por el
método de aproximacién sucesivas (SCF),

CL? AFLES) —>CL2 _)F;Eiv) —ee (13.57)

Para la aproximacion inicial, CLR) , se puede utilizar la solucién del problema sin

. . ~  ~(0 . . .
interaccién, F=H ( ) . En este caso, se tiene un sistema lineal,

A6 =5CA (13.58)

C“ﬂ

. Con
uk

De esta forma, se obtiene la primera aproximacién de la matriz de coeficientes,

esta aproximacion se inicia el método iterativo hasta que se alcanza la convergencia.

En cada paso del método iterativo se debe calcular la matriz de Fock, que depende de
los coeficientes y de las integrales mono- y bielectrénicas. Aunque la matriz de Fock es de
dimensién nxn, en donde n es el nimero de funciones auxiliares, se necesitan todas las
integrales. El ntimero total de integrales también depende de n, sin embargo hay un

numero distinto de cada tipo. A partir de su definiciéon se puede observar que la integrales
monoelectrénicas tienen dos indices, por lo que hay n” integrales. Las integrales

. L. . . . , . 4
bielectrénicas tienen cuatro indices, por lo que su namero crece con mayor velocidad, n".
Este anélisis permite concluir que la complejidad de este método crece rapidamente al

aumentar el namero de funciones auxiliares, ya sea por que el sistema es grande, o bien
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porque se quiere un calculo muy preciso. Por ejemplo, el benceno con una base minima,

requiere ~600 integrales monoelectrénicas y ~400,000 bielectrénicas. Para fines practicos,

se dice que el método de Hartree y Fock molecular escala como n”.

13.2.4. Los valores propios

Aligual que en el caso atémico, los valores propios estan relacionados con las

integrales mono- y bielectrénicas. La multiplicacién de las ecuaciones de Roothaan,

ecuacion (13.55), por C ;k , junto con la ecuacién (13.28) , conduce a

Zcuk uv -~ vk gk SyvC,ukak

por lo que
1 (0) 1 (0)
Ep=5 2P ( W+F )=52(3k+ek )
uv k
en donde

(0) —
ZC,uk vk ,uv '

13.2.5. Ejemplo. El ion molecular H;

Para el ion molecular H}, no hay repulsion electrénica, por lo que

I:Iel = Zhl(O)

Considere una base minima de orbitales 1s, entonces

a

Z1:¢1s ZZ ¢s lll:C‘1%1-+_C‘2%2’

y

i Wt )=H,,  F,=F,=(ps[i"

0 )=(0!

Las ecuaciones de Roothaan quedan en la forma

FF<¢S

0 )=H,,.

(13.59)

(13.60)

(13.61)

(13.62)

(13.63)

(13.64)
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H - .
o IC=¢ ?oc, (13.65)

12 11 12
y los valores propios son las raices del determinante del sistema,
0=|f-e3|=(H, ~¢) ~(H,~eS,) . (13.66)
por lo tanto,

H +H H —-H H tH
e= 111 . 12 111 < 12 gi:#, (13.67)
5, V) -

Para la base de funciones hidrogenoides, las integrales tienen los valores siguientes,

2

11 1) _ 1 ® _ )R
_____+[1+Eje ) le_—ESlz—(1+R)e ;o Sy=e S HRHL(13:68)

12

La energia electrénica del sistema es

Z(F +H! ) =S HP =e, (13.69)

uv

y al incluir la repulsién nuclear, se obtiene la superficie de energia potencial,
50 1
W=E"+V =eg+—. (13.70)
el nn R
Los coeficientes de los orbitales moleculares se obtienen al resolver el sistema homogéneo,

+712

0=(H,-¢,)C,(H,-¢.S,)C,, (13.71)
asf,
C,=%C,, (13.72)

y se obtienen dos orbitales moleculares,

13-14



€ :M_ﬂ; =C :>|1// >:A (q)" +¢b) orbital de enlace
+ 1+512 1 2 + +\"1s 1s

_H,-H,
- 1-S

12

. (13.73)

€ —C, =—C, :>|1//7> =A (q)l"s —q)fs) orbital de antienlace

-1/2
con A, = (ZiZS 12) . La Figura 13.2 muestra la dependencia de la energifa con la

separacion nuclear. Sélo la curva de enlace presenta un minimo. Este punto representa la

geometria estable de la molécula.

W

antienlace

enlace

Figura 13.2. La superficie de energia potencial del ion H; en los

estados de enlace y de antienlace.

Para la molécula de hidrogeno, H,, el determinante de Slater para la configuracién

(16 p )2 tiene la forma

wwg,awwg,ﬁ\=wl%(1)%%(2)%f (13.74)

o)~

en donde ‘16y> =‘l//+> = A((Dfs +¢fs) es el orbital de enlace. Desarrollando,
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|D)=a?| 5, (1)or,(2)+ 97, (1)05. (2)+0x, (1)05, (2) +90. (1o, (Z)J%

=W o) W)

, (13.75)

en donde el ket ‘l//cm> se denomina covalente, debido a que las funciones aparecen

centradas en ambos ndcleos, mientras que el ket ‘l//iom,c> se denomina iénico, por que las

funciones aparecen en uno solo,
)= 1), 2} (), (2] 22

i) =01 (17 (290 (1) (2)) 22 1576)

Es importante comentar que estos dos kets no son determinantes de Slater.

Para los sistemas moleculares también se pueden usar métodos con mas de un
determinante y éstos estdn basados en la discusién presentada en el Capitulo 12. Sin

embargo estos métodos no seran discutidos aqui.

13.3. Los métodos semiempiricos

La complejidad del método de Hartree y Fock crece muy rapido con el tamafio del
conjunto de base. Por esta razén, desde hace mucho tiempo se plante6 la posibilidad de
simplificarlo. Entre las aproximaciones mas populares estan los métodos semiempiricos.
Estos métodos sé6lo incluyen a los electrones de valencia y desprecian o aproximan muchas
integrales, por lo que su solucién es menos complicada y permiten tratar problemas maés
grandes. Muchos métodos semiempiricos estan basados en la aproximacion ZDO, por lo

que se describe a continuacion.

13.3.1. La aproximacién del traslape diferencial cero (ZDO)
La aproximacion ZDO (Zero-Differential Overlap) tiene por objetivo reducir el nimero de

integrales y puede expresarse en la forma siguiente,

(1) (u/l|vo)z(ul‘u/l)5ﬂv5w,
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@ S =6,

uv uv
(3) Las integrales mono- y bielectrénicas se ajustan.

Asi, la matriz de Fock queda en la forma
b= =, (i), 0, -l ]
=H" +3,, 2P, (2] m)—;PM (Aufau)s,
140, 58 ), ()
(13.77)

Cada método semiempirico tiene un procedimiento particular para elegir el valor de las

integrales que son diferentes de cero.

13.3.2. El método de traslape diferencial completamente despreciado (CNDO)
En el método CNDO (Complete Neglect of Differential Overlap) todas las integrales

bielectrénicas que pertenecen a la misma pareja de 4tomos se consideran iguales,
(uA|ur)=7,,. ped, AeC. (13.78)
En este caso,

enpo _ 14(0)
F#v - Huv + 6;1\» ZYACPCC - }/ABPyv ’ VEB, (13.79)
c

en donde PCC = ZPM

AeC

Cuando u=v,
FCNDO _ + ZYAC -7, pﬂ# , (13.80)
con
= o= )+ 25 - E __||ﬂ> Uyt 2V (13.81)

en donde las integrales hidrogenoides,
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U :<‘u *(hidro)

Hu

u, (13.82)

se evaltan con datos atémicos y las integrales de atracciéon con los otros ntcleos tienen el

mismo valor para todos los electrones de 4,

e =] ‘R \ u), UEA. (13.83)

_ r‘
Asi,

F;;NDO = Uup + ZYACPCC - }/AAPuy + ZVAC

C#A

. (13.84)
=U, +yAA(PAA —Pﬂu)+;(yACPCC +V,)

Para y#V,cuando ambas funciones pertenecen al mismo atomo, U,ve A4, las

integrales hidrogenoides son cero por ortogonalidad, U, =0. Adicionalmente, también se

asume que el producto XX, = 0, por lo que HLOV) =0y .S'Hv =0, Asi,

CNDO _
F

uveA. (13.85)

- yAA uv’

Para U#v,con HeAy veB+#A,soblose consideran las contribuciones de los dtomos

involucrados,
h* Z Z (0)
H(o): __Vz_qz Ay B vi= — S
=4 210 R~ [R,-T [v)=B,,=B,5,.
CNDO
F, —ﬂAB Y asFy - (13.86)
Finalmente, la energia se calcula con la férmula del promedio,
2 * *
VDO _ 1 p (H(O) +FCNDO)+q_2 ZaZ . (13.87)
245w\ 2 %= RAB

La primera parametrizacion de este método, CNDO/1, se hizo para los atomos del
segundo periodo, del litio al fltor, en donde los parametros y,, y V,, se calcularon con

orbitales s,
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2
Vs = (‘UV|‘UV), <[.t| ‘RB —F||‘u> . (13.88)
Por ejemplo, para un atomo con configuracién [ZS"'Zp" ] , se tiene que

ECNDozl p (H(0)+FCND0)+1 'p (H() FCNDO)
4\ 24 T\

=>p, [UW + %yAA (PAA -P, )J%; P, (—yAAP/w) , (13.89)

u
1 1 1 .
- ;PWUW +§7/AAPAAPAA - EVAA ;Puupuﬂ _EyAAg‘ PP
ademas,

N= P S P = +nPZp2p =m+n=P~P, . (13.90)

uv /JV 252s

Por lo tanto,

1 2 1
CNDO __ — -
E _mUZS,Zs+nU2p,2p+2yAA(m+n) ZYAA(m-i_n) (13 91)

25,28 2p.2p

=mU, , +nU +%yAA(m+n)(m+n—1)

endondeP = auv . Por ejemplo, para el &tomo de carbono, la energia de la ecuacién

anterior proviene del promedio de los multipletes asociados con la configuracién 2p?,

Seccion 12.5,

ECC:NDO =2E(3P)

= +1E(1D)+iE(1S), (13.92)

15 15
las integrales U = se aproximan por las energias de ionizacién atémicas de los electrones

2sy 2p, y con estos datos se ajustan las integrales ¥, . Las integrales B se tratan como

promedios,

ﬁfﬁ} (13 +ﬁ ) (13.93)

y se ajustan con calculos SCF usando una base minima.
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La segunda parametrizacion, CNDO/2, modifica la forma de calcular algunas

integrales de dos atomos,

2
V. ==2,07 ;- (13.94)

A

Los parametros atémicos se relacionan con las energias de ionizacién y las afinidades

electréonicas. Como

[ =E —E :—[Uﬂu+yAA(n+m—1)]

u +,1 0

A,=E—E_ =-[U, +7,(n+m)], (13.95)
entonces
U, =-41+A)-(n+m-2)1,-4),  v,=1-4,. (13.96)

Existen muchos métodos mas. Por ejemplo, el método de traslape diferencial
parcialmente despreciado (INDO, Intermediate Neglect of Differential Overlap) trata de
mejorar la descripcion molecular tomando en cuenta integrales de intercambio dentro del
mismo atomo y ajusta en forma diferente algunas integrales bielectronicas. Actualmente,
los métodos mas utilizados son AM1 (Austin Model 1), PMn (Parametrization Model n, n>3)
y MNDO (Modified Neglect of Diatomic Overlap). Debido al gran nimero de aproximaciones
involucradas en estos métodos, es muy importante calibrar el método seleccionado para

los sistemas que se desean estudiar.

13.3.3. El método de Hiickel
El método de Hiickel fue disefiado para moléculas con enlaces dobles conjugados. Este
método sdlo toma en cuenta a los electrones 7z de la molécula y supone que la interaccién

entre los electrones se puede modelar por un potencial efectivo de un cuerpo,

i :é(fli((’) +I;;ﬁ(ri))=i f.(r). (13.97)

Dado que el hamiltoniano es separable, la solucién antisimétrica consiste en un
determinante de Slater. Los orbitales moleculares se construyen como una combinacién

lineal de las funciones del conjunto de base, el cual estd formado por un orbital atémico p.
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para cada uno de los 4tomos del sistema conjugado y el conjunto se considera ortonormal.

Asi, los orbitales moleculares toman la forma

M
v =>C 2, (13.98)
A=1

y la condicién de normalizacion queda expresada como

u 2
Y./ =1 (13.99)
A=1
En este caso, la matriz de traslape se aproxima por una matriz identidad, S, , =9,
Con estas consideraciones, el valor promedio de la energia toma la forma
EHuckel <D‘ |D> < f l//l> = ZC:UCBI' <%A fH XB> = ZPABFAI.; ’ (13100)
i iAB
y la matriz del hamiltoniano de Hiickel esta dada por
H_ [, |7 —{y |HO 4y
AB—<)(A f, ZB>_<ZAh +Veﬁ B>. (13.101)
La minimizacién de la energia con respecto a los coeficientes, con la condicién de
ortonormalidad, conduce a una ecuacién de valores propios,
Z Cu=2C, A, =€C,., FC=¢C. (13.102)
J

En este caso, debido a la separabilidad del hamiltoniano, la energia coincide con la suma

de estos valores propios,

H
28 _ZPABFAB = E kel * (13‘103)

Los elementos de la matriz F se aproximan semiempiricamente. Para los términos

diagonales, se considera que s6lo dependen del tipo de atomo,

H
Fl'=a (13.104)

A/

y se denominan integrales “coulémbicas”. Los términos no diagonales, integrales de

“resonancia”, se aproximan por cero, cuando los 4tomos involucrados no estan enlazados,
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y por un valor que depende del tipo de los 4tomos, cuando éstos estan unidos por un

enlace quimico,

,Ay B enlazados
pi =) P oAY A#B. (13.105)

AB 4
0 ,otro caso

Los valores de ambos tipos de integral se fijan con datos experimentales y existen varias

opciones en la literatura.

Para un sistema en donde todos los 4tomos del sistema conjugado son iguales, como los

hidrocarburos, las integrales coulémbicas son iguales entre si, o, =, al igual que las

integrales de resonancia, 8,, = 8. Asi, la ecuacion de valores propios se simplifica con el

cambio de variable €= —xf3,

(F~(ar—xB)T)C=piC =0, MC =0, (13.105)
en donde M es una matriz adimensional que tiene la forma

x ,A=B
M, =4 1 ,AyBenlazados . (13.106)

AB
0 ,otrocaso

Los valores propios son raices del determinante de la matriz M y los coeficientes son los

vectores propios.

Por ejemplo, para el estireno (Figura 13.3), la matriz M tiene la forma

x 1000 1 10
1 x 100000
01 x 10000
ji=| 001 x 1000 | (13.107)
0001x 100
10001 x 00
100000 x 1
000000 1 x|

y sus valores propios son
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x=212.136,+1.414,+1.000,%£0.662. (13.108)

Figura 13.3. La estructura del estireno con sus d4tomos de carbono
numerados.
Como el estireno neutro tiene ocho electrones 7, para el estado basal s6lo los primeros
cuatro orbitales estdn ocupados. Dado que <0, la energia orbital es lineal con X, por lo

que los estados ocupados son aquellos con valores propios negativos de x y la energia

queda expresada como

EH uckel

iei :2i(a—xiﬂ):8a—10.424[3. (13.109)

i=1

Los orbitales moleculares ocupados se representan esquematicamente en la Figura 13.4.

L &

Figura 13.4. La representacién de los orbitales de Hiickel ocupados
del estireno. Los circulos blancos representan los coeficientes

positivos, mientras que los obscuros representan a los negativos.

Con los coeficientes se puede construir la matriz de la densidad,

PA B

N
ZCA:'CBI‘ ’ (13.110)
i=1

13-23



y con ésta se puede hacer un anélisis de poblacién de Mulliken. De esta forma, el nimero
de electrones 7 asignados a cada atomo coincide con el elemento diagonal de la matriz de

la densidad,

N

2
nA = gPABSAB = ;PABéAB = PAA = Z‘CAI‘ : (13111)

=1

Desafortunadamente, con este procedimiento no se puede asignar un orden de enlace
siguiendo el modelo de Mulliken. Sin embargo, la expresion de la energia puede separarse

en contribuciones atémicas y de enlace,

EHuckeI = ZPABFAI-)IB = ZPAAFAIZ + Z PABFAI-;
B AB

A A
' : , 13.112
= ;nAaA +2 Z PABFAHB = ;nAaA + 2 bABﬁAB ( )

A,B<A A,B<A
enlace

endonde b, =2P,_, cuando los dtomos A y B estdn enlazados quimicamente. Por lo

tanto, cada atomo contribuye a la energia total con n,, , mientras que cada enlace lo hace

con b, B, . Asi, alacantidad b,, =2P,  sele puede asignar un significado de orden de

enlace.

13.3.4. Método de Hiickel extendido

Para incluir a las moléculas que no presentan enlaces conjugados se propuso el método
de Hiickel extendido. En este método se toma una base minima de un STO para cada
orbital de valencia y la matriz de Fock se parametriza. Los elementos diagonales utilizan

energias de ionizacién atémicas,

=L (13.113)

mientras que los elementos no diagonales son un promedio de los términos diagonales,

F,=-1K(F +F s, (13.114)

nv

en donde la constante K se ajusta y toma un valor entre uno y tres. La matriz de traslape
se calcula de forma exacta y de este modo se introduce la informacién sobre la geometria
molecular. Los coeficientes de los orbitales moleculares se obtienen de la soluciéon de la

ecuacion matricial
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FC=eCS. (13.115)

Finalmente, la energia se calcula a partir de los valores propios, ecuacion (13.42),
E=Ye~1(),~K,)+V,. (13.116)
i if

En general, este método proporciona una buena prediccion de los orbitales moleculares y
de sus energias, siempre y cuando se tenga una estimacion razonable de la geometria

molecular.

13.4. La solucién de la ecuacién nuclear para una molécula diatémica

Las secciones anteriores sé6lo se han dedicado a estudiar la parte electrénica, sin
embargo, la separacion propuesta por Born y Oppenheimer permite abordar el problema
del movimiento nuclear en una forma aproximada. El estudio de la parte electrénica

permite construir la superficie de energia potencial. Y para una molécula diatémica,

Ve (R.R)=v(|R,-R,

), (13.117)

por lo que es posible plantear la soluciéon de la ecuaciéon nuclear,

A~

Hn

@ )=w"|® ), (13.118)
en donde
+1,+V™(|R,-R)). (13.119)

Realizando un cambio de coordenadas, al centro de masa y la coordenada relativa, se

obtiene una ecuacién separable,

A =T +v?"(R-R|)=T, +T +v*(r)=A,+A . (13.120)
Por lo tanto,
- . h°K?
q)n (Rl 'RZ) - q)CM (RCM )wrel (F) / WBO = ECM + ErEI = ZMCM + Erel 4 (13121)
CM

en donde la parte relativa es solucién del hamiltoniano asociado con la coordenada

relativa,
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~

v )=+ (). ) =E v, (13.122)

rel

Para una molécula diatémica, la superficie de energia potencial es un potencial central, por
lo que el hamiltoniano relativo conmuta con los operadores del momento angular. Asi, la

funcién propia puede escribirse en la forma

v, (F)=R(r)Y, (6.9), (13.123)

en donde la parte radial es soluciéon de una ecuacién diferencial ordinaria de valores

propios,

2 RI(1+1
_h1df,d +M+Vso(r) R=E_R. (13.124)
2u, r*dr\" dr) 2ur* " i

En general, la superficie de energia potencial se obtiene como una funcién numérica, por
lo que la solucién también serd de esta forma. Sin embargo, la presencia de un minimo en
la superficie de energia potencial da origen a un comportamiento vibracional.
Adicionalmente, es posible obtener soluciones aproximadas para las vibraciones de baja

amplitud, como se muestra a continuacion.

Dado que la superficie de energia potencial presenta un minimo en la distancia de
equilibrio, r= r,, - entonces es conveniente realizar el cambio de variable s=r— r,-Por lo

tanto, la funcién radial se transforma en una funcién de la variable s,
S(S)ErR(r):(”req)R(”Qq)f (=1, <$<e), (13.125)

en donde también se ha cambiado la variable dependiente, por lo que se modifica la forma

de la ecuacioén diferencial,

2
_%{%j +hzz(1+1))2+‘/fo(5+req) S=E 5, (13.126)
n 2u s+r,

con la transformacién correspondiente de los operadores diferenciales.

Desarrollando el potencial centrifugo y la superficie de energia potencial alrededor de

la posicion de equilibrio, s=0, se obtienen las series de potencias para estas cantidades:
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V(s+ req): -D, +%unwzsz 4, (s+req)72 = r; (1—Zs/req +3[s/req T +- j (13.127)

en donde

v(r,)=-D,, v(r,)=0, v(r, )=u0*>0. (13.128)

(dY ri(l+1
_a(g] +—2(] )(1_25/r9q+3(S/req)2_'“j_De+%nunw252+'“ SZEreIS, (13.129)

mol

endonde I = ,unreqz es el momento de inercia de la molécula. En la Figura 13.

Figura 13.5. La superficie de energia potencial de una molécula
diatémica (Iinea negra) y sus aproximaciones polinomiales,

cuadratica (azul), ctibica (roja) y cudrtica (verde).

Como aproximacién inicial, se trunca la superficie de energia potencial, quedando sélo
hasta el término cuadratico, y el potencial centrifugo hasta el término de orden cero.

Entonces se tiene la ecuacién de un oscilador arménico con frecuencia @,

2 2
Y sy - o

en donde los valores propios estan dados por
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W =ho(k+1)=E"), —$+De. (13.131)

mol

Por lo tanto, tomando a esta aproximaciéon como el sistema de referencia, se tiene que el
espectro de referencia estd uniformemente espaciado para cada valor de /. En este caso, la

rotacién y la vibracion estan desacopladas,

') = hw(k+%)+$—q€ . (13.132)

mol

Al incluir el término lineal del potencial centrifugo,

_h_z(iJ +Vl(1)(5) st =y W) (13.133)
2u \ ds

en donde

yl (s) =1y 0’s’-bs=1u o’ (s -9, )2 -A, (13.134)
con
2
p ) g i) K] 3139
reqlmol I, eq 213;01602

se genera un desplazamiento de la posicién de equilibrio y del espectro, pero no se

modifica el espaciamiento para cada [,

gV = hw(k+%)+$—D€ —A,. (13.136)

mol
Sin embargo, cuando I cambia hay un efecto debido al término A, . A este efecto se le
denomina la distorsién centrifuga.

Cuando se toma hasta el término cuadratico del desarrollo en series del potencial

centrifugo,
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" ( d J V() s = wlls® (13.137)

_'le ;Z; Kl K ki
en donde
RI1+1
]/1(2)(5):%.”” 6024_3¥ 52—b5=%ﬂnw,’2(5—5,,)2_A;r (13.138)

mol

se obtiene un potencial cuadrético con curvatura diferente. Esto es, con una frecuencia de

vibracion diferente,

, HI(1+1) 1(1+1)
0=0+3——=0,[1+3——>w. (13.139)
1 I 2 I 2602

mol mol
Las constantes 6, y A’ difieren de las que aparecen en la ecuacion (13.135) s6lo en la
frecuencia, pues ahora aparece @; . Asi,

#W+Q
21

mol

P = ha)l’(k+§)+

rel kl

-D -Al. (13.140)

El espectro atin esta espaciado uniformemente para cada [, pero la separacion entre los
niveles ha cambiado y depende de cada valor de [. Este comportamiento se conoce como
el acoplamiento vibracién-rotacién, ya que las caracteristicas del estado rotacional tienen

influencia en los estados vibracionales.

Si se afaden més términos, aparecen contribuciones anarmonicas (potencias mayores
que dos) y en este caso ya no se tiene una solucion exacta. Por ejemplo, si se incluyen los

términos cabicos,

_h_z(iJ +V1(3)( s) s = wlist (13.141)
2u \ ds
en donde

Vl(s) (S) — %‘una)l'zsz _ bS+ﬂS3 — VI(Z) (S)+ﬁ53 , (13.142)
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la energia se puede aproximar usando la teoria de perturbaciones a segundo orden; ya
que, por la paridad de las soluciones, la correcciéon a primer orden es cero. Para este caso,
el sistema de referencia corresponde al sistema con el acoplamiento vibracién-rotacién,
mientras que la perturbacién queda representada por el dltimo término de la ecuacién

(13.142). Hasta segundo orden, se tiene que

4 »4

(3) ’ 1)_1s n'p 1\, 2 ’
wy = ho!(k+1)- o (k+1) + 2 |-A. (13.143)
n 1

Observe que los términos cibicos rompen la uniformidad en el espaciamiento del

espectro.

En general, se tiene una ecuacién diferencial con un potencial representado por una

serieen S,
w(dY
_a(gj +V1(s)+-~- Su=WuS,/ (13.144)
en donde
2 2 2
mol' eq I mol moll eq
n1(1+1)
Wy=E = +D.: (13.145)

mol

La solucién de la ecuacioén de valores propios normalmente sera una serie o bien una

solucién numérica.

Es importante mencionar que los pardmetros de la distorsién centrifuga, el
acoplamiento vibracién-rotacién y distorsiéon anarmoénica se pueden determinar
experimentalmente, ya que las reglas de seleccion implican cambios tanto en k comoen [,

Ak=%1y Al==1.

13.5. La superficie de energia potencial de las moléculas poliatémicas
El analisis de la superficie de energia potencial de una molécula, ecuacién (13.20),

permite identificar la existencia de geometrias estables y puntos de silla. Una geometria
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estable corresponde a un minimo en la superficie. Para ello es necesario que el gradiente

sea cero (punto critico de la superficie),
VV*=-F=0, (13.146)

y que la matriz de las segundas derivadas (matriz hessiana) tenga tinicamente valores
propios positivos,

5 aZVBO
a b

(13.147)

Reactivos

Figura 13.6. El esquema de una superficie de energia potencial. Las estructuras de
los reacivos y productos corresponden a minimos en la superficie, mientras que el
estado de transicion (TS) es un punto de silla. La linea roja conecta a los tres puntos

criticos y corresponde a la trayectoria de reaccion.

Esta condicién garantiza que todo desplazamiento alrededor del punto critico implica un
aumento en la energia. Para asegurar que una estructura representa una geometria estable

es necesario verificar la condién de estabilidad de la ecuacion (13.147). A este proceso se le

denomina el anélisis de freciencias de una estructura. Las componentes del vector F en la
ecuacion (13.146), representan la fuerza sobre cada uno de los ntcleos. Este vector tiene

tantas componentes como coordenadas de todos los nacleos, 3M . Por esta razén, en una
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geometria estable se tiene como condiciéon de equilibrio que todas las componentes de la

fuerza deben ser iguales a cero.

Un estado de transicién corresponde a un punto de silla (también un punto critico) de
la superficie en donde la matriz hessiana tiene un valor propio negativo y todos los demas
positivos. El vector propio asociado al valor propio negativo indica la direccién que sigue
la coordenada de reaccién que conecta a los dos minimos asociados con el estado de

transicién. Un ejemplo de una superficie de energia potencial estd en la figura 13.6.

Si el desplazamiento ocurre inicamente a lo largo de la coordenada de la reaccién , el
cambio en la energia a lo largo de dicha trayectoria genera el perfil de la reaccion. Este se
muestra en la Figura 13.7. En la figura se observa cudl es la barrera energética que deben
vencer los reactivos para poder alcanzar la estructura de los productos. También se puede
evaluar la altura de la barrera para la reaccién inversa. De acuerdo con la Figura 13.6, la

barrera de la reaccién inversa es mayor que la barrera de la reaccion directa.

TS

Reactivos

Productos

Figura 13.7. El perfil de una reaccién.

reacciéon energia de reaccion, ArE energia de activacién, AacE

1  RoP  AapEV=g[p]-E[R] A EV=E[1s]-E[R]

ac

(2) _ _ () _ ~
o por M =ER]E[P] A E=E[TS]-E[P]
:_ArE(l) A E(1)+A E(z)
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