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6. El momento angular

El momento angular es una propiedad muy importante, tanto en los sistemas
macroscopicos, como en los microscépicos. Esta asociado con el movimiento rotacional y
con el espin de las particulas microscépicas. Ademas, en muchos casos permanece

constante, es decir, es una constante de movimiento.

6.1. Los operadores de momento angular
Los operadores del momento angular se construyen siguiendo las reglas antes
mencionadas. Por esta razén es necesario partir de su forma clasica,
L=Fxp. (6.1)
Para trabajar con las componentes cartesianas es conveniente introducir el simbolo de

Levi-Civitta, €, , que es una cantidad que depende de tres indices y que sélo es distinta de

cero si sus tres indices son diferentes,

0 ,2o03indicesiguales
=< +1 ,(i Ji k) es permutacion ciclica de (1 2 3) . (6.2)

-1 ,(i Ji k) no es permutacion ciclica de (1 2 3)
Este simbolo posee las propiedades siguientes,
8ijk = gkij = gjki’ gijk = _8jik’ Eguk Imk 11 jm 6im5jl : (6.3)

Asi, las componentes del momento angular pueden escribirse en la forma

L= Z%k D, (6.4)

en donde I,y p, son las componentes cartesianas de los vectores de posicion y de

momento lineal, y las componentes 1, 2 y 3 correspondena X, y y Z, respectivamente.

Asi mismo, los operadores del momento angular quedan expresados como

Zgljk ] Ihzgljk j a (65)
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Se puede demostrar facilmente que estos operadores son hermitianos.

Estos operadores pueden escribirse en coordenadas esféricas y resultan independientes

de la variable radial,

f,l = —ih{—sin@%— cosq)cotei}

dp
iZ:—ih{COS(p;—Q—SiDQDCOtQ%} , (6.6)
i ——inl-
3 a(p

. ) . P r2 <
en particular, la componente z toma una forma mas sencilla. Ademas, el operador L" esta

contenido en el operador laplaciano, cuando este tltimo esta en coordenadas polares:

1(a( ,0) I
Via—| | rt=—|-=|. 6.7

6.1.1. Los conmutadores
Las propiedades de conmutacién de los operadores de momento angular presentan

ciertas regularidades,

[LF, ]=Xe,|Fbf, |= Zeljk][ﬁ P |=—iny e, 8, =ihY e, .

) I Jk j ,  (6.8)
[L,,ﬁ,,,]:zkeuk[aﬁk.ﬁm]:zke,jk[ by =in2e,8, 5, e,
J J

[0,4,]-Se, 75, } Se{ibol, Jo (70, 5.}

lhzgljk j mkn lhzgljk mjnrn Ihzgljk nmk r'p _lhzgklj nm]rn

Jkn jnk knj
= _th( In ]m Im jn ) - 1h2(5 5 5km6ln )rnﬁk : (69)
= _1h2(51n5 61m6]n + 6}n51m 5nm51 )Pjﬁk = _ihzglmk njkrjp
i kjn

- lhzglmk k
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En general, [ ]— 1h281 .Y, ,endonde Y=r,p,L.Observe quesi I y m son

diferentes, k también debe serlo para que el conmutador sea distinto de cero. Por tanto, la
operacion de conmutacién puede asociarse con una rotacién en la direccién del operador

del momento angular, /.

. . r2
Adicionalmente, las componentes del momento angular conmutan con L°,

(18] 4,3 |2 i[5 ] Blend b+ L

km

_ m[zg,kmzmzk +zg,mkzmzkj 03 (e, +e,, )i, =0
km km km

F‘>

, (6.10)

sin embargo, los operadores L, no conmutan entre ellos.

Es posible seleccionar a una pareja de operadores que conmutan. Considere a I y L.

& or . . . .
Como [L L, ] =0, entonces, ambos operadores tienen funciones propias comunes. Si el

ket “P> denota a las funciones propias de ambos operadores, se cumplen las ecuaciones

L|¥)=na¥), L|¥)=nb|¥), (6.11)
en donde a y b son los valores propios correspondientes. Como <£2 >:<£i +lt2y +L\ZZ >,
entonces

(¥[E] ) =an’ =CH[L )+ (¥]E; | W)+ {¥[L]¥)

~ , (6.12)
=(L¥|L¥)+ <L W|L W)+ b 2 0’

por lo tanto,
a>b?, Bs<va,  —Jasbsia. (6.13)
Esto es, los valores de b estan acotados.

6.1.2. Los operadores de ascenso y descenso

Para el tratamiento posterior se definen los operadores siguientes
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L =L +iL,. (6.14)

Estos operadores no son hermitianos, pero son adjuntos uno de otro. Al operador L, sele

denomina operador de ascensoy a L operador de descenso. En forma similar al caso del

oscilador armoénico, los operadores de las componentes se pueden escribir como

combinacién de los operadores nuevos:
~ 1 A A
=L =—(L+L), L=L,=-(L-L). (6.15)

Estos operadores tiene las propiedades de conmutacion siguientes,

AREAR AR

L, |=[ L +iL, L, i, |==i| L, - L, |+i L,- L |=-2i| L, L, |

- , (6.16)
=—2i(inL,)=2nL, = 2L,

Li=Lf _[i L }:E-E;h@—zﬁfﬁ—ﬁ—m , (6.17)

6.2. El método algebraico
Para obtener los valores propios y las funciones propias también se usara un método

algebraico. Este método utiliza a los operadores de ascenso y descenso.

Al aplicar estos operadores a las ecuaciones de valores propios, se tiene que

Li|w)=bni,|¥)=(LL,-[L,L, ||¥)=LL,

¥)FhL,
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lP>): h(bil)(u‘{’», LE|¥)=an'l,|¥)= iz(ii

‘P>) (6.18)

Por lo tanto, lAIi ‘P> es funcién propia de I* con valor propio ah’ y de iz con valor
propio (b * 1)h . Por esta razén reciben su nombre.

Dado que las funciones propias estan caracterizadas por sus valores propios, para

distinguirlas se usan estos valores propios como sus indices,
¥)=|¥,)=|ab). (6.19)
Al aplicar los operadores de ascenso y descenso se tiene que

lA,i‘ab>:C:b

a,b+1), (6.20)
en donde los coeficientes se obtienen de la condicién de normalizacién,

(L,

LY, )=(ab

ii,

ab> = <ab| - LA,23 ¥ i3h| ab>
(6.21)

=|cz| (ab+1]ab+1)=(an’ ~b*n* 5 1%b) (abab)

+
Cab

por lo tanto,

C: =hya-b*Fb, (6.22)

L,|ab)=nya-b* b

6.2.1. Los valores propios

a,b+1). (6.23)

Como el espectro esté acotado, considere que b,, es el valor méaximo de b, entonces

lA,+ abM>:0 y

(iw, |i¥, )=(ab,|ii|ab,)=r*(a=b2~b,)=0, (6.24)

por lo que a=bM(bM +1).
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Sea bm el valor minimo de b, como ll|abm>= Oy

(iv,

i, )=(ab,|LL|ab,)=n*(a-b2+b,)=0 (6.25)
entonces a=b (bm - 1) )

Aplicando n veces £+ al ket ‘abm> , eventualmente se llega a ‘abM>,

I'|ab, )=klab,), (6.26)

entonces bM y b  difieren en un entero, b, =b _+n, asi,
m M m

a=b, (b, -1)=b,(b,+1)=(b,+n)(b,+n+1)
=b *~b =b *+2nb +b +n*+n . (6.27)
0=2b, (n+1)+n(n+1)

Por lo tanto,

n n
h =——, b =——+n=—=-b . 6.28
m2 L) 2 (6.28)

Es decir, b,  puede ser un entero o un semientero.

Para valores enteros, se acostumbra denotar al valor maximo con la letra [, bM =/, en

donde 1=0,1,2,..., entonces, a=1 (1 + 1). en forma similar el simbolo tradicional para b, es

laletra m, b=m. Por tanto, [ y m son suficientes para caracterizar a cada funcion propia,

en donde

~I=b <m<b, =1, ¥, =Y, =|im),

{im)=n1(1+1)Im), L, |1m)=nm|Im),

(6.29)

ii‘lm>:h\/l(1+1)—m2$m I,mi1>:h\/(1im+1)(l$m)

I,mi1>.

6-7



6.2.2. Las funciones propias
Las funciones propias estan relacionadas entre si por medio de los operadores de

ascenso y descenso. En particular, para los valores maximo y minimo de m se tiene que

L|1xl)=0, he* )+ 4icotoL Y., =0. (6.30)
00 dp|

Como la ecuacién diferencial es separable, entonces se propone una solucién de la forma
Yl,ﬂ (9,@) = q)il ((p)gl,ﬂ (9) , asi,

Our__ Py s
itan@@ =—i =A". (6.31)

1,xl +]

Las ecuaciones separadas quedan expresadas como

» =iAtD, 0, =tA"cotfo, . (6.32)

. ., _ iAi(p - _
De la primera ecuacién, @, =B, e" ", perocomo LY, = (il)hYl’ﬂ , entonces

iy . 1t +
—zh%[%@w}:—zh@li,zA @, =AY, (6:33)

Por lo tanto, A*=+l y ®_, (q)) =B, [eiikp . Similarmente,

do
= o+=lcotf ©,.,=I Z?jg .

. , (6.34)

% - [C?_SHde - [M

W sin@ sin@

porloque ©,,, =D, sin'6 . Después de normalizar (Anexo 6.3),
I’il> = Yl,ﬂ (9,4)) = (I)il (q))@I,iI (9) ’
1 v )
q)ﬂ((p):ﬁe . 0,,(0)=(+1) g SN0 6.35)

Las funciones restantes se obtienen con el operador de descenso,
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L|n)=n1-211,1-1)
i27|ll>:h21/1'2~21-(21—1) L1-2) . (6.36)
i"_\H}:h"\/k!21-(21—1).---.(21—k+1) LI-k)=h* /k!(ZIZ—“k)! L1-k)
y para m=I1-k,
(I+m)! L o
En coordenadas esféricas,
%:e""”{—;—eﬂcow%}:e""”{—gcaoese 8c§s€+i€0t9%}
(6.38)

o | . 1% .cos6 J o | . d 9sin@ a9 |
=e ?{sinf +i———=e"’{sinO —1i —
dcos@  sinf Jdop dcos@  dcos6 dp

en donde

dsin@ 9dV1-cos’6 1 cos@
= =— (—ZCOSO) =— . Asi, aplicando el operador de
dcosO dcosO 2sin® ¢]

ascenso, se tiene que

L . 00 dsin6
—|ll)=e " {® sin0—"L+I1d O, ——
h’ > { ! dcos6 o 8C0$9}
dsin' 0 ’ (6:39)
(1 ey Ui il 1= :
= !k sin 98c059 "dcosh ___¢© o &(sm’@@ll)
N sin'6 2rsin'@  dcosd

y aplicandolo una vez mas,

LY it o 1 8(sin’9®”)
— ‘Il>:e""’ sin@ —
h 27 dcos@ |sin"'6  JdcosH

\/E dcos@| sin'?@ JcosO
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h 27 sin™ 6 dcosO |sin™@ JcosO

27 sin 29 dcosf |sin'@ dcosO

i{(1-2)p 2
¢ ? - (@H sin’O)
27 sin'2 6 dcos6

y en general

~ Nk ]
L el(lfk)(p Bl
[h] ‘ > V27 sin™* 0 o’?cosek( , Sin ) (6.41)

Por lo tanto, para k=1-m,

(mim)/2 S o .
_ ~ (I+m)! (—1) d (sm 0@11) o™
‘Im>=d)m((p)®1m(0)_ (I—m)!Zl! sin” @ dcosO' ™ \/E

; w2 w2\
e
1—m)!21!2

2'1 sin”@  dcos®'™" \[2r

. ! mi{m) /2 I-m
e <I+m>!zz+1( ) eos)

“2r 2Dsin"9 \[(1-m) 2 (dcos6
en donde
imp
@,(0)=1—
(msfr) /2 Im
(-1) 2+1(1+m) 1 ( /
O™ 2'1 2 (l—m)!sin’"@[dcosej (cosze—l). (643)
En particular,
1
@,0(9):ﬁ m—;l(dczsej(cosze—l)lz 21;1PI(c059), (6.44)
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en donde P es un polinomio de Legendre. En general, a las funciones propias del

momento angular, con / entero, se les denomina arménicos esféricos, Y, (9,¢) =‘1m> .

6.3. La reduccién del problema de dos cuerpos
Para un sistema formado por dos particulas, en donde el potencial s6lo depende del

vector de separacion entre las particulas,

~ ~

A=T+T,+V(F,-F),
(6.45)

es posible transformar al hamiltoniano en uno separable. Para la energia cinética,

1,1
T=T +T, :Emlr12+zm1r22, (6.46)

el cambio de variable a la coordenada del centro de masa y la coordenada relativa,

MR:mlfl+m2F2, szz—Fl, (6.47)
conduce a
- m -~ m
2 ’ 2 ’
m, - m . m, -
FP=R*——2R-r+| -2 | F?, FP=R*+—LR-r+| - | %, (6.48)
! M M 2 M M
_1 52 .2
T—E(MR +ur?),
en donde U es la masa reducida,
mm, 1
= = . 6.49
H=— =T 1 (6-49)
7+7
m m

Adicionalmente, los momentos conjugados provienen del lagrangiano, L=T-V,



oL oL

P=2==MR, =T =ur,

R P=or
PZ 2 2

y H=T, +2+v(F). (6.50)
2M  2u 2u

AZ al i
) - b = _ 7&w¢__ I{ru__
H\‘P>_u-TCM¢+¢-[2u+V(r)]u_E¢u, ; =E-—=E,, (6.51)
entonces las funciones ¢ y U son solucién de las ecuaciones de valores propios
H, =T, 0=E_0, Hu=Eu. (6.52)

Por lo tanto, el problema se reduce a un centro de masa, libre de fuerzas, y a un problema

de un cuerpo en la coordenada relativa, en donde,

E =E-E,, E=E +E_,,
i thZ
¢=Ae"", E,= 2—1\21” . (6.53)

6.4. El rotor rigido
Un rotor rigido es sistema que al rotar mantiene fijas las distancias internas. En

particular, para dos particulas,
‘72 - 71‘ = constante. (6.54)
El momento de inercia también es separable,

I= z’ml,ri2 =mri+mr; =MR*+pur*=1,+I . (6.55)

En coordenadas esféricas, el hamitoniano relativo toma la forma

H=—"V= I, (6.56)
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en donde las funciones propias son funciones propias del momento angular, u =‘lm> . Asi,

flr‘lm> = E1|1m> , (6.57)
en donde
2ur’E,=1"l(1+1), E = §1(1+1) . (6.58)

Por lo tanto, en el espectro de un rotor rigido, se presenta absorcién cuando

1> 1
—E =2—[r(1+1)(1+2—1)=1—(1+1),

1+1 1
r

AE=hv,, v:i(1+1), Av=_" (6.59)
: bo2ml 2l

6.5. El movimiento en un campo magnético no homogéneo

Considere un campo magnético no uniforme de la forma
B=k(B,+B,z). (6.60)
La energia de interaccion de un dipolo magnético con el campo esta dada por

V=-,-B=gu,B,+Bz)L

ZI

(6.61)

en donde se ha usado la relacion de proporcionalidad entre el momento magnético y el
momento angular, f = g,LLBZ . La fuerza que siente el dipolo se obtiene a partir de la

energia potencial,
F=-VV=-kgu BL, (6.62)

y usando un tratamiento semiclasico, tomando en cuenta los estados propios del momento
angular, se tiene que cada una de las funciones propias siente una fuerzas distinta, que

depende del valor propio m,

z

F,=—(gu,Bn)m, ~1<m<l. (6.63)
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Por lo tanto, para un valor particular de [, se deben detectar 2[+1 sefiales. Dado que [
toma valores enteros para el momento angular orbital, en este caso se debe observar un
numero impar de sefiales. Cuando 2[+1 es par, | s6lo puede corresponder a un valor
semientero. Por esta razon, la observacién de dos sefales condujo al descubrimiento del

espin del electrén.

6.6. Los potenciales centrales

Se denomina potencial central a aquel que s6lo depende de la magnitud del vector de

» ~ K1 9( ,0 I2
separacion. Como T=———2— r*— |+——— ,entonces,
2urtdr\ dr ) 2ur

19,0 \~n| 12 4
Bl —| 22 |=0, 64
28r[r 8r} }_Z,u{rz (664

Como V(r)= V(r) , entonces [I:I,l’?}zO y [I:I,EZ:I: 0, por lo tanto I:I, 2 y iz tienen
funciones propias comunes. Asi, la ecuacion de valores propios de la energia,
Hu =Eu,, (6.65)

toma la forma

_h_zli[rzauE)+hzg;1)uE+V(r)uE =Eu, . (6.66)

Por lo tanto, la ecuacion diferencial es separable en una parte radial y una angular.

Ademas, la solucion toma la forma u, (r) = R(r)Y[m (9,¢) .

Al sustituir la funcién separada en la ecuacion anterior, se obtiene una ecuaciéon

diferencial para la parte radial, R (r) , que es independiente de m,

2 dR 2 J(1+1
K 1dy LAk, h_uw(r) R =ER, (6.67)
2urtdr| dr 2u r? oo
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por lo tanto, u, (r) =R (r)Ylm(Q,(p) =|nlm> . Observe que la energia E = es independiente

de m, por lo tanto, para el valor propio E  hay 2I+1 estados degenerados.

6.7. Problemas

1. Encuentre las expresiones en coordenadas esféricas de los operadores:

Ll'LZ'LS' +7 =

2. Calcule los brakets <Im izl

1m>, <Im‘i22‘lm> y <Im‘i23‘lm>.

3. Obtenga todos los armoénicos esféricos, Y, , con [<3.
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