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2. La teoria cinética de los gases y
las propiedades de transporte.



Muchas moléculas.

En un sistema quimico hay muchas
moléculas. Asi que no es posible analizar a

cada una de ellas. ) " menwmunto .
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2.1. Las funciones de
distribucion.

Para evitar confusiones, en este material se
usa una notacion diferente al texto.

F = F(r, v, t) : distribucion espacial de
velocidades.

f=1flv, t) : distribucidon de velocidades.
Vol : volumen del sistema.

N : numero de moléculas en el sistema.

LLAS FUNCIONES DE DISTRIBUCION.
La distribucién de velocidades representa al nimero de moleculas
por unidad de volumen con velocidad entre v y ¥ 4 dv.
En el estado de equilibrio, un sistema es espacialmente

homogéneo y no cambia macroscoépicamente en el tiempo.

La funciéon F(7,v,t) indica el nimero de moléculas
por unidad de volumen entre 7y -+ dr,

con velocidad entre v y v 4+ dv, al tiempo t.

fW,t) = [y F(7.9,t)dr

La distribucion promedio de velocidades es f(¥,t)/Vol.
El ntimero de moléculas esta dado por N = [ f(,t)d0.

La densidad promedio de particulas corresponde a n = N/Vol.



2.1.(2)

Uso de la densidad de probabilidad.

LAS DENSIDADES DE PROBABILIDAD.

i) = 50 i na=1

f(¥,t) AU representa la probabilidad de encontrar a una molécula con velocidad

entre ¥ y v + Av, at tiempo t.

EJEMPLO. LA DISTRIBUCION DE LA MAGNITUD DE LA VELOCIDAD.

La funcion P(v,t)Av representa la probabilidad de encontrar
a una molécula con magnitud de la velocidad entre v y v + Awv.

Se usan coordenadas esféricas para representar al vector de velocidad:

vy = vsinf cos ¢ U= (v,0,0)
vy =vsinfsing dv = v*sinOdpdidv
v, = vcost f(U,t) = f(v,0,¢,t)

vtdv—/ / (7, t)v? sin dOdpdv = v? /fvtdQ dv
0=0 J p=

Para un gas isotropico, f no depende de los angulos 6 y ¢,

P(v,t) = 4wv*f(v, 1)



2.1.(3)

Otras densidades de probablilidad.

También hay probabilidades dependientes de la posicion:

§(r,0,t) = w [ 3(7, 6, t)dvdi = 1
f(v,t) = [ §(F,0,t)d” probabilidad de velocidades
[ (7, v,t)dv probabilidad en el espacio
N [ (7, v,t)dv densidad en cada punto



2.2. La frecuencia de
las colisiones en un
gas diluido.

En cada fuente, la especie quimica tiene su
densidad y su funcién de distribucion.

Molécula 1 nq fl (?71, t)

Molécula 2 ny  fo(¥s,t)

z12 es el nimero total de colisiones entre
moléculas tipo 1 con las moléculas de tipo 2 por

unidad de volumen, por unidad de tiempo.

El estado de equilibrio se alcanza por medio de las colisiones.
En un gas diluido en estado de equilibrio, la distribucion de

velocidades es una distribucion del tipo Maxwell-Boltzman .

| > T¢ representa el tiempo

promedio de una colision.

En un experimento de haces moleculares, el niimero total de colisiones es ! z15.
I
! 212(\'/1, \'/2) = #(V, $, 0/() énlfl(\'/l, t)! /1 é.nzfz(\'/z, t)! Vs al vsin$d$d%

!
212(\'/1,\'/2): nlnzé #(V,$,%Sin$d$do/oéf1(\'/1,t)fz(\'lz,t)V! V! o

En un gas, el niimero total de colisiones por unidad de volumen y de tiempo:
Z19 = [ z12(01, U2)d0,dvy

le = N1N2 f171 f f o\v, X, gb dQ ?}fl( )f2(172,t)d’(71d172



2.3. La evolucion de la
distribucion de
velocidades en el
tiempo.

La funcidon de distribucion evoluciona en el

tiempo debido a las colisiones moleculares.

LA Vo

| it e > ¢ *L.b.\r\..‘ ’

El noemero de molZculas por unidad de volumen cc

velocidad entreV; y 1 + dvy esnqfi(Vy, t)dy;.

Procesos que alteran la distribuci—n de velocidade
a) Mi(V1) + Ma(V2) ' My(V7) + Ma(V3)
A~ # [ z12(V1, V2)d¥,
b) M1(V") + Ma(¥2") ' Ma(Va) + Ma(V7
A" # [zp(b ! AV, VST ALy)dY,”
en dondeAvy # Vi ! V" y A # V)1 v/,

De la conservaci—n del 'mpetu del centi

2 /?_\ - de masa,Av; y AV, estfn relacionadas:
“\{‘
" ?\ \;\ MV = mil1 + mol, = m1\/1 + mzl/é
G\ N ™
. :\i\_\ X b = m1Av; + maAl,
> . :

- _M
AV, = m JANYVZY
Dado quev = v/, AV, depende de".



2.3.(2)

La ecuacion de Boltzmann.

El balance de las colisiones.

dfy (v1,1)
T

n dt dvy = f 212 (V1 — AV, Uy — Ata)dviy — f 212 (U1, Ua)ds
= :yz ooVt (v E, S (Ve L b, (Ve !y, t)d duadyy
]
Ly, v (v # $)fa (Ve DFa(Vz, 1) dvady,
! :
dfl((;l, t) =ny , V'(V,#,9$)é 7 [f1(V1 — Alq, o (Vo — Ay, t) — f1 (W, t)f2(Vy, t)]dv, 4O

Esta ecuaci—n integrodiferencial no lineal es la ecuaci—n de Boltzmann y
tiene una soluci—n general. Por esta raz—n, s—Ilo se conocen algunas solt

particulares.



2.3.(3)

La distribucidn en el estado de equilibrio.

La distribuci—n de equilibrio.

En un estado de equilibrio, lim -

2 &
I
o

OVt T U)W ! T ) = fO(V)f() 1 =
fDWS) = f1W)f5(V2)
In 33 +In £59U5) = In 159(Vy) +In £59(1)

hip—tesis: In f*9 s6lo depende de los ?;nvariantes de la colision.

Ecin,lb,L,V

LA DISTRIBUCION DE EQUILIBRIO DE MAXWELL-BOLTZMANN.
2

Infd=a+ B(%mzﬂ) f*(v) = Aexp (_ZT/:;}T>




2.3.(4)

El teorema H de Boltzmann.
|

H!  §(V,t)nf(V,t)dv
dH |,

— " 0
dt
L. df€d
En el estado de equilibrio, pr 0
dH*®

=0

dt
La entropia de Boltzmann. Sgoiz !'# kgH

Sed = gmax



2.4. La distribucion de
Maxwell-Boltzmann.

Una funcidn de distribucién de equilibrio.

Revisar: la integracion de funciones
exponenciales.

Ejercicio. Verifique la integracion de las
expresiones de esta seccion.

La distribuci—n de Maxwell-Boltzmann.

3/ 2 2 #
m mv
W= g5 P !yog o fWdv=1
3/% ’ 2 T 2 ’ 2
[ §(0)dv = (ZkaT> exp _2kBXT exp _ZkByT exp _ZKB%F dvy dvy dv;,

3 3

B m /2 [ mu?2 p B m Y2 [okpTr _1

N 27T]€BT —o0 “XP 2]€BT Ve N 27TI€BT m N
4 ' 1/ 2 ! 2

m mv 00
) | fy (V) = kT exp ! 2kBX v Tx(w)dyy =1
71 N T 27
. \‘\\
- —> U f(V)dv = fy (v )dw fy (vy)dvy f, (v;)dv,

2 2 2
0o mv 0o mu o .2 2%kpT VT [2kT [ 5 MU }
— = — = u =2y ;lu
f_oo exp ( 2k3T> dv 2f0 exp < QkBT) dv 2f0 e du\/T 5 - T




2.4.(2) e

La funcién de distribucidn de probabilidades = # Vf(V)dv = Y %g, v, %= # vi f(v)dv
permite evaluar el promedio de las variables Y
del sistema. B/, %
Ejemplo. !v," = v,f(V)dv {\‘ %
| N\
!VZ" = szx (Vx)fy (Vy)fz (Vz)dVX dVy dVZ |  “‘ 
. b !! /"

Ejercicio. Evalie los promedios de esta "= f(w)dwe o fy(w)dvy o v (vz)dy, — /{ g,
seccion. ! |

Iv," = 1414 . Vif,(v;)dv, /|

70

gz b Aambas direcciones son igualmente probabl¢

<

I

o

<
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! kg T

(v3) = vf(V)dv = >0

2.4.(3) 0

var(vi) #1 (v $1vi")2" = Iv2"$1vi"2 = TT

Otros promedios.

; . 3ksT
Iv2" = V2 + V2 + v2" = =
m3kg T
Egn" = 13mv>" = S="— = Ske T UR' = Naks T = 3RT

El promedio de la magnitud de la velocidad.

(
! ! . 8k T
V' = |y|f(V)dv = vi(V)v2sin"dvd' d# = $fn
Ejercicio. Evalue los promedios de esta ke T e T
seccion. "2 = $?n 8 12" = r:a]



2.4.(4)

Enungasreal: FE£D, fea=2

Fuerzas intermoleculares

Part’culas interactuantes

(no son independientes)
Revisar secc. 12.1-2 (pp 353-356). "

Correlaci—n entrd- y b

de las part'culas



2.5. La frecuencia de
las colisiones de las
esferas duras.

El nimero de colisiones por unidad de
tiempo, por unidad de volumen, de las
esferas duras se evalua con la distribucion de
Maxwell-Boltzmann.

Ejercicio. Verifique las transformaciones y
promedios de esta seccion.

{81,8:} $ {$,$}
$=%! 8, MV = mi8 + Mm%, J[$,$|$1,$2]
Ecn = EL + E2 - Erel + ECM

cin cin cin cin

e
£%8/8

La secci—n transversal de las esferas duras.

2
I HS (y, " #)-dz

El noemero de colisiones en un gas diluido.

| | |
L ,#)d! éVf1($1,t)f2($2,t)d$1d$2

Z1> = Nino vV, a !(v

42 I
zZ s _4%ann2 v v, 82! Buf1 (8, )2(8:, )0, 0B, = %’ N, "o #
|

"o #= v21f1($1,t)f2($2,t)d$1d$2 = Ve (8, fcm (¥, 1) dBa¥

! S8k T .
"o = Ve (8, t)d$a fom ($ t)d¥ = O/BM al
8kg T
ZHS = o@?n.n
12 N2 o0
& % %u | : 09,08, = dgd¥
ok # ! |
e, " TM M f1(81) 82(82) = frer (@) &fcm (F)



2.5.(2)

Las colisiones en un gas puro.

Al viajar, una particula, con radio d y
velocidad relativa choca con todas las
moléculas contenidas en un cilindro.

La trayectoria libre media es la distancia
promedio recorrida por una molécula entre
dos colisiones.

La trayectoria libre media es inversa con n.

En un gas puro.

L
_!d?n? 8kgT _ !'d’n? 8BkgT _ !d”n? 8kgT

ZHS

2 U 2

Im/2 2 ' m

212
zrs = LMy

En t, una part’cula recorre "vo #.
El volumen del cilindro:
Veir = | d?"vor #t
El ncemero de molZculas en el cilindr
Ve = n! d? vy #
El ncemero de colisiones de una
part’cula por unidad de tiempo:
n! d2"V21#

El tiempo promedio por colisi—n:
3 1
F= n! d2"V21#

La trayectoria libre media:|
"Vl# _ 1 . T
n! d2"V21#_ n! d? mq
La trayectoria libre media en un gas puro:
=t
2n! d?

|1 = Vl#'f =



2.6. Los flujos de las

particulas, la energiay
el momento.

El movimiento de las particulas implica el
transporte de sus propiedades.

inicio
| colisiones# Rujos
equilibrio
(homogZneo
Flujo: cantidad de alguna propiedad que atraviesa une

superbce por unidad de tiempo.

Densidad de flujo: [Rujo por unidad de frea.

Ejemplos.
propiedad flujo

conductividad tZrmica  energ’a

difusi—n part’culas

viscosidad momento



2.6.(2)

El flujo de particulas implica un flujo de
masa.

"N

dVol = dAv dt cos#
Rav = vcosH
dvol = dAdt R av

El flujo de masa.

El noemero de molZculas con velocidad entiey ¥ + di
que llegan a la superbci@lA en el intervalo dt:
F(t, v, t) dvdVvol = F(t, v, t)R & dAdtdy
La densidad del Bujo de part'culas en la direcci—

L (Ft) ! ! F(r, v, )R av dv
El vector de la densidad del 3ujo:

", ! ! UF(F, v, t) dv
As, !, =Ra,.

Por ejemplo, la densidad del Bujo de masa és,, = m! .



El flujo de energ’a.
2 6 (3) La energ’a cinZtica de las molZculas en el mismo volumen et
. Lmv2F (f, ¥, t)R av dA dt dy
Otros flujos.
El vector de la densidad del Rujo de la energ’'a es:

Te ! Im [VAVF(H b, t) dv

propiedad densidad de flujo y
! E — Qé! E

escalar fn, E) vectorial

vectorial (mV) tensorial
El flujo de momento.

La densidad del Rujo del momento es:
!
my ! m V:VF(F Vv, t)dv
!
("my)y =m viviF(hv,t)dv, (i,j =1,23)

lmy = Faé-“Tm&/

El tensor de la densidad del Bujo del momento es simZtrico y d&@" 3.



2.6.(4)

En el estado de equilibrio.

a(Vv) % Fea(r, b, 1)
!
feqw):Ni Fed(t, v, t) dr

9w

feaw) = Yogy = L

g(v) = nfed
Fed(r, v, t) = nfea(y)

El flujo en el estado de equilibrio.
En el estado de equilibrio,F ¢4 es independiente de vy t.
Fed(r, v,t) = nfea(v)

Entonces, los diferentes Rujos se evalcean as’:
!
el = nufed(Y)dv = NV =0
!
Im nvaufed(v)dv = Imniviieg = 0
# |
"2l = moonvy (V) dv = mnlvpy eq

w eq _
180 =

El Bujo neto de part'’culas y de la energ’a en el estado de equilibri

es igual a cero. Sin eggbargo, no es as’ para el Bujo del moment

" % L
; eqv# _ 0 , 1 # |
15q
Y% v = ke T, =]
my =
! = =dPo
me $ Gadt - dA w i
P = 1Tr4nm, P
Ped = nkg T = =
® " 7 VoIN, Vol



2.7. La efusion.

La particulas de gas salen del recipiente con
diferentes velocidades, de acuerdo con la

funcion de distribucion.

-3 s

Ly |, -

El flujo de part’culas.
A presi—n bajdl > d poe ):
No ocurren colisiones en el oriPcio y se obtiene un 3ujo molecular

Ademis, un Bujo peque—o mantiene la distribuci—n de equilibrio.
A presi—n alta, el Bujo es hidrodinfmico.

El noemero de molZculas con velocidad enttey ¥ + dv que cruzan un
frea unitaria, en la direcci—n del vectoR, por unidad de tiempo, es:

F(r, v,t)vcos" dv = F(I, v, t)v3cos" sin" dvd' d#

El flujo de efusi—n. (0! " ! $/2)
Py bzt oo P boaget oo

= F(t, v,t)vcos" dv = F(F, v,t)v3cos" sin" dvd"' d#

Evaluando con la distribuci—n de equﬂibrio:
' i ke T _ n"v#

_ "1, oy 2 _
=n 4 feqW)v3dv ;sin"d(sin") ; d#=n 2$m 4




2.7.(2)

El noemero de molZculas que llegan al detector p

trea unitaria del oribcio, por unidad de tienpo es
|

La deteccion de las particulas que escapan U E (F, , t)v3 dv &cos” d!

del recipiente.

0

Aol Evaluado con la distribuci—n de equilibrio:
| "

. . nlv
n 0' foq(V)v3 dviécos" d! = Hcos" d!

§ -
_ ke

El noemero de molZculas con velocidad enttey ¥ + dv que llegan
al detector por frea unitaria del oribcio, por unidad de tienpo es:
nf(f, ¥, t)v3 dvécos” d!
AR 2 § Adbeaire En RC Miller and P Kusch, Phys. Rev. 99, 1314 (1955), se
e o reporta la medici—n de la distribuci—n de equilibrio del vapor
de potasio a 0.1 torr ( # 0.1 mm, dngle # 0.01 mm)

y corresponde a la distribuci—n de Maxwell-Boltzmann.



2.8. Las propiedades
de transporte.

El flujo es proporcional a un gradiente.

Ejemplo.

gradiente

concentraci—n
|

velocidad

temperatura

El flujo de las propiedades

flujo
d_n art’culas
dz P
d"Vy#
momento
!dZ "
d—T energ’a
dz g

coeficiente

ecuaci—n

coebciente de difusi—D()

viscosidad ()

conductividad tZrmica @)

('n)z
(! m!/)yz

(!E)z

$ =1, m%smv2.

#
I = vCcos&$F (%% t) d¥%
o= 1t 41!
Ho Hy
148 e oo VCOS&SF (%o%t) d¥
gt Hu

%R %0 ! 1< cos&< 0

%aR & 0

0< cos&< 1

v=0 $=#/2 oeo VCOS&SF (P¥t) d%

N[

0< &< %

< &<

dn
| _
.DdZ

I n d"Vy#
' dz

dT
| #—
dz




2.8.(2)

Con algunas aproximaciones.

F(%%t) = NF(%%t) ' N[F®%t)+ adh
#
f(%t)=  F(p%t)ds F®R%t)\Vol + 4aa
F(®%t) ' Nf(%t)/ Vol + ad& nf(uwt) + aa:

.
LYt nl# 4, vi(V, vidv

I 12

|
. - 2"
4 COSHSINH#AH# o d$

IIV# 1 "V#
151"l 4— 4= 82%= "n! A~
#!|a4%a2a20 ; #?!la4
,"V
I ;ﬁ$ n!#IaT
"v
los= — ('L # 1 $7 Nl #))
4
" #
d'n! #
lln! % — "n! %.'. Z + é.é.é.
dz
& d'n! #
loy= $ =I"vHE—
2 dz

El valor de & depende de cada propiedad.

Pero una elecci—n comeen &s 2.

3
"nl
oy = $%|"V#¥



2.8.(3)

Propiedades de transporte.

difusi—n I =1
dn TV kBT" vz
autodifusi—n L= LI"vit— D= _""-2 fBL
( ) n 3 dz 3 3 n " d2n
viscosidad I = mvy | )
d"v, # nmi"v# . mkeT Y2 1
— 1n Yy —_ - 2 B
(I mV)yZ - §I V#nm dZ #_ 3 - § n d2
.. U n
conductividad = 1mv? d(nE) $ dVOI $ \/qull Cym dT
. I"v#Cy m dT nl"V#Cy Cvm keT Y2 1
tZrmica | =11 ’ = m _ 2>V, T
! Ced=ls— " q % 3N, 3N, "m Nz

g

H‘O]
o> =

25"
32



