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0. Revision de mecanica cuantica

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Si las funciones |(b k> son las funciones propias del operador hamiltoniano y |\¥)

es una funcion arbitraria normalizada, muestre que

;’Cklz ~1, E[‘P];<\P‘If1\}'>: ;Ek‘ck

2
s

en donde ¢, = ((1) . “P> y Ej es el valor propio asociado con |@>.

Para un operador de dos cuerpos, éz = %Zyé(z, J), demuestre que
<02> = <D‘02D> = %zy [<¢i¢j

Demuestre que

Eyp= <D‘]:ID> = ﬁ‘,Hzo +%Z|:<¢;¢/

09,)]

¢i¢j>_<¢j¢i

o

36,9,)— (9,9,

1

4P

1
4P

)]

Muestre que
Eyr= Zgii - <I/ee>’
en donde &; son los multiplicadores de Lagrange de la minimizaciéon de Hartree y

Fock.

Demuestre que

(p|OyD)= (D’

OID'> ,y

(p|0,D)= (D’

0,0'),
en donde |D > es un determinante de Slater constituido con orbitales que

provienen de una transformacion unitaria de los orbitales de |D>.

Calcule

Pur(r)= <D‘/3(’”)D>’

N
en donde p(r)=> 8(r, —r).
i=1

Muestre que, para un sistema de capa cerrada,



Np__ooM2o_ o _
Epr =2 H' +Y 27, -K,).
k=1 kl
8) Utilice la teoria de perturbaciones para demostrar que
SE, = | py (r)Av(r)dr,

en donde py es la densidad electronica del k-ésimo estado.

9) A partir de la teoria de perturbaciones muestre que

Re K‘Pk(o)

FI"PJ.(O)>J.‘PJ.(O) (x,x5,....x, ‘I’,fo)(x,xz,...,xn)dsdxz...dxn]

5pk("):2N2 £ _ O
k J

J#k

10) Utilice el desarrollo perturbativo para mostrar que

a<E>: lp/l &—Hlpl »
oA oA

en donde A es un parametro del hamiltoniano. (NOTA: Evalue la derivada como

un limite.)
11) Para una molécula obtenga una expresion de JW /dR,,,endonde W=E, +V,,

es la superficie de energia potencial y R4, es una componente del vector de
posicion Ry.
3N
12) Para la funcion escalada “P¢> =2 ‘P(Cr, s Gy {R, }) demuestre que:
(a) la funcion escalada esta normalizada,
® 1Y, [Tl

(©) V[‘I’g ]= {V[¥],endonde V=V +V,,.



1. Matrices de densidad reducidas

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Demuestre que el operador I'=|W)(*¥| es hermitiano.

A

A
Demuestre que lhg = [H,F].

Demuestre que
’ ’ . N_p+1 ’ ’ .
J]/p (xl,...,xpfl,xp,xl,...,xpfl,xp)f/xp = T}/p—l (xl""axp—17x17"'>xpfl ),
en donde ¥, es la matriz de densidad reducida de orden £..
Demuestre que

<02>:J[6(x|>x2)y2(x|’>x£;x1,x2)]x, ) dx,dx, ,

,
1=X1,X2 =Xy

en donde (A)2 es un operador de dos cuerpos.
Escriba a (H) como un funcional de 7.

Si h(r1,r2) es la funcion de correlacvidon de pares, demuestre que:

@ [ Yo dr, =1,

(b) J. p(r))p(r, Ya(ry, 1, Ydrdr, = =N, (utilice solamente la propiedad de traza
de p).

Obtenga una expresion para %5 en términos de """

Muestre que los orbitales de Hartree-Fock son funciones propias del operador
7", en donde los orbitales ocupados tienen valor propio igual a uno y los

desocupados con valor propio cero.

Calcule 7,7, para una matriz ¥, que no proviene de una funcion

monodeterminantal y muestre que ¥,7, # 7.



10) Obtenga la ecuacion de Euler-Lagrange para la minimizacion de E ;. [}7 | ], sujeta
a la condicion de normalizacion de ¥, y a la condicion de idempotencia
V=7

11) Demuestre que p.'*(r,r, ) satisface la regla de suma.

12) Para un sistema de capa cerrada muestre que

(a) K[Pl]:%J’?EI‘Pl(FI;”zjzd’id”z,

1‘P1(’”|;’”212

" p(p(n)
13) Para una matriz de densidad de ensamble,

fzzpi , 0<p <1, Zp,:l,

demuestre que “I’k> es funcion propia de r. Obtenga su valor propio.

(b) hHF(rl’rz):_

\Pi ><le

14) Demuestre que
Z, = tr(e_ﬁﬁ ),

en donde Zy es la funcion de particion canonica.



2. Fundamentos de la teoria de funcionales de la densidad

1) A partir de la densidad de estados del gas de electrones,

2)

3)
4)

5)

6)

g(&‘) _ %(2m)3/281/2 (Eh)_3 ,
calcule
AE = 2I£g(€)d8 y AN = 2jg(s)d£ ,
0 0

y muestre que

3n°

AE = —(3r)" AVp™".

10m
Utilizando la técnica de reduccion al absurdo, demuestre que las funciones
propias de dos hamiltonianos con potenciales externos diferentes son distintas.
Obtenga la ecuacion de Euler-Lagrange para el modelo de Thomas y Fermi.
Verifique que la ecuacion (18) del articulo de Hohenberg y Kohn es correcta.

Justifique la ecuacion (24) del articulo de Hohenberg y Kohn y el parrafo que

sigue a dicha ecuacion.

Demuestre que:

(a) las funciones del procedimiento de Harriman son ortonormales,

(b) si ‘DH> es un determinate de Slater formado con las funciones del

procedimiento de Harriman, entonces <DH ‘b(r)DH> = p(r).



3. Potencial quimico

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

A partir de los potenciales de ionizacion experimentales del fluor y su afinidad
electronica, construya una tabla con los siguientes datos: N, E, E/N 'y InN, para las
especies F', F, F*, F**, ..., F°". Haga las graficas E vs N, E/N vs N, E vs InN'y E/N
vs InN.

Considere los siguientes procesos de transferencia de electrones:
(a) X+Y > X" +7Y,
b) X+Y—>X +Y".

Si el proceso (b) esta favorecido energéticamente, demuestre que

Xu(X)> 2, (Y).

Demuestre que

_l JdInZ
<N>—ﬁ[ n ]ﬁ
AN

en donde = es la funcidn de particion gran canonica. Calcule S = (—] y
pv

u
demuestre que §=0.

Calcule los promedios siguientes en un conjunto gran canonico: <E>, <E-UN>.

Considere un sistema con tres estados.

Para un sistema con tres estados, calcule <E>y <N>, en el limite cuando 7" — 0,

en los siguientes casos:

(@ u>-4,, ) u=-4,, (c) =1, <u<-4,.
Para un sistema con tres estados, muestre que (N) = N, cuando U=, ==},
para toda f3.

Para un sistema con tres estados, grafique <E-uN> vs U, en el limite cuando

T—0.



8) Para un sistema con tres estados, Al y AN estan relacionados por una ecuacion
sencilla. Demuestre que:

(a) exp(BAL) es una solucion de una ecuacion cuadratica, en donde Au =u—uy y

Ho=—XMm.

(b) exp(BAu) = exp(% B, )W + \/ANz +4e7Pm (1 — AN? )]2(1—17AN) , con

nNo=I-A, AN=<N>-N.

9) Para un sistema con tres estados, muestre que, en el limite cuando f>>1,

exp[B(1 + 1)] <=1

AN . H==t
S= (%) = Biexp(-B{+ u})+exp(B{d+u}) ~I<p<-A.

A % SH = !

exp[-B(4 + )] < —A

E
10) Calcule M y M para un sistema con tres estados. Evalue
o, B au B

(50,0,
Jd(N) ﬁv_ a )\ ),

y tome el limite cuando 8 — oo.

11) Para un sistema con tres estados, calcule S| yey Y SU limite cuando 8 — oo.

Demuestre que, para L=l y en el limite de temperaturas muy bajas,

() )
a‘u B 4 % ﬁno ’

en donde ny=I-A.



4. El método de Kohn y Sham

Y

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Calcule <7> y <p(r)> usando los orbitales naturales.

A partir de las expresiones de la energia y la densidad en el método de Kohn y

Sham, demuestre que

P") 5 s6r— v \Relo (7
@ 5y 200 R, ()]

(b) la minimizacién condicionada de la energia conduce a la ecuacion:
Rve _
[_TV +V1<s(’”)}/)i - 28{,4)]. >
J

OE

Xc

op

oJ
en donde v, = v+%+vm yv,=

Demuestre que

E[p]= 2 —4lp1+ B o] [ v ()P

Calcule v:”* y muestre que

o€,
ap

LDA

vi'=¢e. (p)tp

en donde &, es la densidad de energia de intercambio y correlacion por particula
de una gas de electrones.

DIRAC
x

Sea g, =€ , calcule v,.. Encuentre el valor de la constante & del método X,

DIRAC
¥ .

que satisface la ecuacion v, =v

Minimize el funcional de Janak, E,[p], y muestre que se satisface la ecuacion
1 y?2 _

n; [_7V + Vks(r):k)i =0,9,;.

Demuestre que, cuando el nimero de electrones disminuye (AN<<0),

AEFEHOMO AN.



8) Considere los estados siguientes,

LUMO 1/2 0
HOMO 12 1
X N

Utilice el teorema de Janak para evaluar AE=E, - E, .

9) Para AN>0, evaltie

_ Ap(r)
/()= valino AN
en donde Ap:pﬁnal_pinicial.

10) Demuestre que _[f+ (r)dr=1y Jf‘ (r)dr=1, en donde

0, o )
sl + 3 (‘ '] “Wsond + [‘ ‘].

11) Demuestre que

B o4 o)) D,

n—n ‘

12) Demuestre que p . satisface la regla de suma.
13) Demuestre que j47rp (rou)’du=-1.

14) (a) Obtenga una expresion del hueco de correlacion en términos de las matrices

reducidas p; y p2. (b) Escriba la ecuacion en términos de p, Ginicamente.

15) Muestre que la parte diagonal de la matriz reducida de dos cuerpos puede

escibirse en las formas siguientes,
v, — r)é(r - r’)‘l”1>
i j p/>

b)  pi(nr) =4[ PEIRC N ) - 8 =) ]

@  pilr)=(¥r ]




16) Simplifique la ecuacion

N~S/l(r,r’)5<‘l’;1

(P() - pIXPC)- p()) ¥} )
y demuestre que

Ng(rl,rz)—/?(’”] )5(7', _rz)drdl”
1772 -

E.=%]

Ir =]
17) Demuestre que
1 A 1 ike(r; -1,
(a) — = 3_[—2€k( )ik,
n, Qmy 'k
— 1 tke(r;—1,)
®) & -r)= T Je dK .

18) Demuestre que

_, 4m ¢ S(kk)-1
EXC[p]_ 2 (2”)3 JN k2 dk

19)Sea EZ[p]= —CDJ'p% (r)F(s)dr, en donde

1 Vv !
F(S)=[l+bS2+CS4+dS6]E’ S:L(i: k= (37p)s .
FP

Desarrolle a F(s) en series de Taylor hasta cuarto orden y obtenga el funcional de

intercambio correspondiente.

20) Para

R N N A
=30+ 2B. 3605,
- i=1

1

muestre que
<‘P’ 17‘I’> = Jv(r)p(r)dr - Ib(r)m(r)dr ,
en donde m(r)=—P,h[p" (r)- p* ()]

21) Escriba a p”y p’ como una combinacién de p y m. Repita este procedimiento para

expresar a p®y p’ en términos de py p, = p* — p” . Calcule el jacobiano de la

transformacion entre {p, p;} y {p° p"}.



22) Obtenga T;," [p“,pﬂ] a partir de T, [ p].

23) Para un 4tomo hidrogenoide con carga nuclear Z, caleule T;.[p,, | v T;» [p.,.0]-

Compare con el valor exacto de la energia cinética y evalue el error relativo.

24)Sea EF"[pe,p” |= [ pel®” (p.{)dr .

(a) Muestre que &, (p.{) = —%Cxp{(l +) (1 —C)ﬂ’ con § = /:; .

(b) Si la densidad de energia de intercambio por particula se escribe en la forma
e (p.0)=£l(p)+ f(O)er (p)-€: ()]

obtenga f(0) en donde € (p)= £ (p.1) y &' (p) = £ (p.0) = £ ().

(c) Demuestre que f{0)=0y f{1)=1.

(d) Grafique la funcion f($).



5. Derivadas del potencial quimico y reactividad
1) Demuestre que dQQ = —Ndu + Jp(r)&v(r)dr :
2) Obtenga la relacion de Maxwell correspondiente a la ecuacion fundamental
Q=Q[u,v].

3) Demuestre que Q[p]= F[p]- J6—F p(r)dr.

p(r)
4) Sean E, =E + U]AN, +in]AN? (parai=4,B)y x =AN, = —AN,.
8E'TOT
(a) Calcule o en donde E7or=E +Ep.

E ToT

(b) Obtenga x4, a partir de %

=0.

eq

(c) Muestre que uA‘x = Uy, -

(d)  Demuestre que AETOT|X <0.

5) Demuestre que J.s(r’)ﬁ(r,r’)dr’ =1 yJ.n(r’)y(r’r’)dr’ _ %

6) Demuestre que [ x(r,r")dr’ =0.
7) Demuestre que
@ | (és(r)s(r')—s(r,r'))dr' _0,
® [l e = 1) =80 =r").

8) A partir de Hati et al. (J. Phys. Chem. 99, 10742 (1995)), se propone escribir:
(¢+1)n=—ku, en donde g=Z-N'y k es una constante. Dado que (£ y 77 son
derivadas de la energia:

(a) Obtenga una ecuacion diferencial para EAN).

(b) Resuelva la ecuacion diferencial.



6. Modelo de Thomas y Fermi

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Para la funcion de onda de un electrén libre, w, = 4,e™,

(@)  demuestre que la condicion de periodicidad, y(x)=y(x + L), implica
que k=2mn/L, (n=0,£1,%2,...),

(b) normalice la funcién en el intervalo [0, L].

Demuestre que para una onda plana en tres dimensiones,

<T>=@, k> =k -k

2m

Para un gas de electrons, demuestre que

sint—tcost k,’
pi(r;r’)= ; .

- £ ﬂ2’t:kF"’_”"-

Utilice la matriz de primer orden del gas de electrones para calcular p*(r,7’).

Considere el cambio de variables r =% (r; +7,) y s =r, — ;. Demuestre que
@@ V=3V, -V,

(b) » =7V, +V,,

© V] =lV2_-V .V 4V2.

Para la funcién f(r)=3(sint —tcost)/ ¢, obtenga el desarrollo en series de

Taylor hasta segundo orden.

Demuestre que

3 %Ly
T[P]: J5(’”1 - X_%)Vlzpl(”];i’z)d;qdrz =B(377:2 )/'[pAa’r.

’ : t
—%(q+q”), en donde ¢ = %

(sint—tcost)”
£ -

Muestre que

Demuestre que K, [p] =C, Jp%dr ,con C, = %Tﬂ (3752 )% .



10) A partir de las propiedades de escalamiento, muestre que si #(p) y k(p) tienen la

forma de una potencia de la densidad (~4p”), entonces #(p)~p ** y k(p)~p*°.

11) Demuestre que la ecuacion diferencial de Thomas y Fermi puede escribirse en la

AnZ” s
— X*.
%

forma X” =
c

12) Realice el cambio de escala z=or en la ecuacion del problema 11 y muestre que se

puede llevar a la forma y”(z)= x_ Obtenga el valor de c.

Jz

13) Muestre que la densidad electronica en el modelo de Thomas y Fermi puede
escribirse en la forma siguiente

327% y(z
pr)= 22 2C)
T

14) Suponga que la solucion asintdtica de la ecuacion de Thomas y Fermi tiene la

forma y~Az” Obtenga A y o. Repita el mismo procedimiento con la forma

x~Ae”. Discuta sus resultados.
15) Para el modelo de Thomas y Fermi:

(a)  evalte Ip(r)ldr para un atomo neutro,
r

(b) muestre que la energia de un 4&tomo neutro cumple con la ecuacion
E(Z,2)=-0.7688Z".
16) Demuestre que en el modelo de Thomas y Fermi:
(a) 3T+2J+V,, = uN,

(b) para un atomo neutro, 7E =3V, y E=-3J.

ne



