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0. Revisión de mecánica cuántica 

1) Si las funciones  son las funciones propias del operador hamiltoniano y  

es una función arbitraria normalizada, muestre que 

 , , 

en donde  y Ek es el valor propio asociado con |φk>. 

2) Para un operador de dos cuerpos, , demuestre que 

 . 

3) Demuestre que 

 . 

4) Muestre que 

 , 

en donde εii son los multiplicadores de Lagrange de la minimización de Hartree y 

Fock. 

5) Demuestre que 

 , y 

 , 

en donde |D’>  es un determinante de Slater constituido con orbitales que 

provienen de una transformación unitaria de los orbitales de |D>. 

6) Calcule 

 , 

en donde . 

7) Muestre que, para un sistema de capa cerrada, 



 . 

8) Utilice la teoría de perturbaciones para demostrar que 

 , 

en donde ρk es la densidad electrónica del k-ésimo estado. 

9) A partir de la teoría de perturbaciones muestre que 

. 

10) Utilice el desarrollo perturbativo para mostrar que 

 , 

en donde λ es un parámetro del hamiltoniano. (NOTA: Evalúe la derivada como 

un límite.) 

11) Para una molécula obtenga una expresión de , en donde  

es la superficie de energía potencial y RAα es una componente del vector de 

posición RA. 

12) Para la función escalada  demuestre que: 

(a) la función escalada está normalizada, 

(b) , 

(c) , en donde . 



1. Matrices de densidad reducidas 

1)  Demuestre que el operador Γ̂ ≡ Ψ Ψ  es hermitiano. 

2)  Demuestre que . 

3)  Demuestre que 

, 

en donde γ k  es la matriz de densidad reducida de orden k.. 

4)  Demuestre que 

 , 

en donde Ô2  es un operador de dos cuerpos. 

5)  Escriba a  como un funcional de γ2. 

6)  Si h(r1,r2) es la función de correlacvión de pares, demuestre que: 

(a) , 

(b) , (utilice solamente la propiedad de traza 

de γ2). 

7)  Obtenga una expresión para γ2
HF en términos de γ1

HF. 

8)  Muestre que los orbitales de Hartree-Fock son funciones propias del operador 

, en donde los orbitales ocupados tienen valor propio igual a uno y los 

desocupados con valor propio cero. 

9) Calcule  para una matriz  que no proviene de una función 

monodeterminantal y muestre que . 



10) Obtenga la ecuación de Euler-Lagrange para la minimización de , sujeta 

a la condición de normalización de  y a la condición de idempotencia 

. 

11) Demuestre que  satisface la regla de suma. 

12) Para un sistema de capa cerrada muestre que 

(a) , 

(b) . 

13) Para una matriz de densidad de ensamble, 

 ,  , , 

demuestre que  es función propia de . Obtenga su valor propio. 

14) Demuestre que 

 , 

en donde ZN es la función de partición canónica. 



2. Fundamentos de la teoría de funcionales de la densidad 

1)  A partir de la densidad de estados del gas de electrones, 

 , 

calcule 

  y , 

y muestre que 

 . 

2)  Utilizando la técnica de reducción al absurdo, demuestre que las funciones 

propias de dos hamiltonianos con potenciales externos diferentes son distintas. 

3)  Obtenga la ecuación de Euler-Lagrange para el modelo de Thomas y Fermi. 

4)  Verifique que la ecuación (18) del artículo de Hohenberg y Kohn es correcta. 

5)  Justifique la ecuación (24) del artículo de Hohenberg y Kohn y el párrafo que 

sigue a dicha ecuación. 

6)  Demuestre que: 

(a) las funciones del procedimiento de Harriman son ortonormales, 

(b) si  es un determinate de Slater formado con las funciones del 

procedimiento de Harriman, entonces . 



3. Potencial químico 

1) A partir de los potenciales de ionización experimentales del flúor y su afinidad 

electrónica, construya una tabla con los siguientes datos: N, E, E/N y lnN, para las 

especies F-, F, F+, F2+, ..., F9+. Haga las gráficas E vs N, E/N vs N, E vs lnN y E/N 

vs lnN. 

2)  Considere los siguientes procesos de transferencia de electrones: 

 (a) , 

 (b) . 

Si el proceso (b) está favorecido energéticamente, demuestre que 

 . 

3) Demuestre que 

 , 

en donde Ξ es la función de partición gran canónica. Calcule  y 

demuestre que . 

4) Calcule los promedios siguientes en un conjunto gran canónico: <E>, <E-µN>. 

Considere un sistema con tres estados. 

5) Para un sistema con tres estados, calcule <E> y <N>, en el límite cuando , 

en los siguientes casos: 

(a) , (b) , (c) . 

6) Para un sistema con tres estados, muestre que  cuando , 

para toda β. 

7) Para un sistema con tres estados, grafique <E-µN> vs µ, en el límite cuando 

. 



8) Para un sistema con tres estados, Δµ y ΔN están relacionados por una ecuación 

sencilla. Demuestre que: 

(a) exp(βΔµ) es una solución de una ecuación cuadrática, en donde  Δµ =µ−µ0  y 

µ0=−χM. 

(b) , con 

η0=I−A,  ΔN=<N>-N0. 

9) Para un sistema con tres estados, muestre que, en el límite cuando β>>1, 

 . 

10) Calcule  y para un sistema con tres estados. Evalúe 

  

y tome el límite cuando . 

11) Para un sistema con tres estados, calcule y su límite cuando . 

Demuestre que, para µ=µ0 y en el límite de temperaturas muy bajas, 

 , 

en donde η0=I−A. 



4. El método de Kohn y Sham 

1) Calcule <T> y <ρ(r)> usando los orbitales naturales. 

2) A partir de las expresiones de la energía y la densidad en el método de Kohn y 

Sham, demuestre que 

(a) , 

(b) la minimización condicionada de la energía conduce a la ecuación: 

 , 

en donde vKS ≡ v +
δ J
δρ

+ vxc  y vxc ≡
δExc

δρ
. 

3) Demuestre que 

 . 

4) Calcule  y muestre que 

 , 

en donde εxc es la densidad de energía de intercambio y correlación por partícula 

de una gas de electrones. 

5) Sea , calcule vxc. Encuentre el valor de la constante α del método Xα 

que satisface la ecuación . 

6) Minimize el funcional de Janak, EJ[ρ], y muestre que se satisface la ecuación 

. 

7) Demuestre que, cuando el número de electrones disminuye (ΔN<<0), 

ΔEJ=εHOMO ΔN. 



8) Considere los estados siguientes, 

 LUMO  1/2  0 
 HOMO  1/2  1 
      
   X  N 
Utilice el teorema de Janak para evaluar . 

9) Para ΔN>0, evalúe 

 , 

en donde Δρ=ρfinal-ρinicial. 

10) Demuestre que  y , en donde 

  y . 

11) Demuestre que 

 . 

12) Demuestre que  satisface la regla de suma. 

13) Demuestre que . 

14) (a) Obtenga una expresión del hueco de correlación en términos de las matrices 

reducidas ρ1 y ρ2. (b) Escriba la ecuación en términos de ρ2 únicamente. 

15) Muestre que la parte diagonal de la matriz reducida de dos cuerpos puede 

escibirse en las formas siguientes, 

 (a) , 

 (b) . 



16) Simplifique la ecuación 

  

y demuestre que 

 . 

17) Demuestre que 

(a) , 

(b) . 

18) Demuestre que 

  

19) Sea , en donde 

 , , . 

Desarrolle a F(s) en series de Taylor hasta cuarto orden y obtenga el funcional de 

intercambio correspondiente. 

20) Para 

 , 

muestre que 

 , 

en donde . 

21) Escriba a ρα y ρβ como una combinación de ρ y m. Repita este procedimiento para 

expresar a ρα y ρβ en términos de ρ y . Calcule el jacobiano de la 

transformación entre {ρ, ρs} y {ρα, ρβ}. 



22) Obtenga  a partir de TW
0 ρ[ ] . 

23) Para un átomo hidrogenoide con carga nuclear Z, calcule  y . 

Compare con el valor exacto de la energía cinética y evalúe el error relativo. 

24) Sea . 

(a) Muestre que , con . 

(b) Si la densidad de energía de intercambio por partícula se escribe en la forma 

 , 

obtenga f(ζ), en donde  y . 

(c) Demuestre que f(0)=0 y f(1)=1. 

(d) Grafique la función f(ζ). 



5. Derivadas del potencial químico y reactividad 

1) Demuestre que . 

2) Obtenga la relación de Maxwell correspondiente a la ecuación fundamental 

Ω=Ω[µ,v]. 

3) Demuestre que . 

4) Sean  (para i=A, B) y . 

(a) Calcule , en donde ETOT=EA+EB. 

(b) Obtenga xeq, a partir de . 

(c) Muestre que . 

(d) Demuestre que . 

5) Demuestre que  y . 

6) Demuestre que . 

7) Demuestre que 

(a) , 

(b) . 

8) A partir de Hati et al. (J. Phys. Chem. 99, 10742 (1995)), se propone escribir: 

, en donde q=Z-N y k es una constante. Dado que µ y η son 

derivadas de la energía: 

(a) Obtenga una ecuación diferencial para EZ(N). 

(b) Resuelva la ecuación diferencial. 



6. Modelo de Thomas y Fermi 

1) Para la función de onda de un electrón libre, , 

(a) demuestre que la condición de periodicidad, , implica 

que , 

(b) normalice la función en el intervalo [0, L]. 

2) Demuestre que para una onda plana en tres dimensiones, 

 ,  

3) Para un gas de electrons, demuestre que 

 , . 

4) Utilice la matriz de primer orden del gas de electrones para calcular . 

5) Considere el cambio de variables  y . Demuestre que 

(a) , 

(b) , 

(c) . 

6) Para la función , obtenga el desarrollo en series de 

Taylor hasta segundo orden. 

7) Demuestre que 

 . 

8) Muestre que , en donde . 

9) Demuestre que , con . 



10) A partir de las propiedades de escalamiento, muestre que si t(ρ) y k(ρ) tienen la 

forma de una potencia de la densidad (~Aρβ), entonces t(ρ)~ ρ 5/3 y k(ρ)~ρ 4/3. 

11) Demuestre que la ecuación diferencial de Thomas y Fermi puede escribirse en la 

forma . 

12) Realice el cambio de escala z=αr en la ecuación del problema 11 y muestre que se 

puede llevar a la forma . Obtenga el valor de α. 

13) Muestre que la densidad electrónica en el modelo de Thomas y Fermi puede 

escribirse en la forma siguiente 

 . 

14) Suponga que la solución asintótica de la ecuación de Thomas y Fermi tiene la 

forma χ~Azα. Obtenga A y α. Repita el mismo procedimiento con la forma 

χ~Aeαz. Discuta sus resultados. 

15) Para el modelo de Thomas y Fermi: 

(a) evalúe  para un átomo neutro, 

(b) muestre que la energía de un átomo neutro cumple con la ecuación 

  . 

16) Demuestre que en el modelo de Thomas y Fermi: 

(a) , 

(b) para un átomo neutro,  y . 

 


