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1 Los fundamentos de la mecanica cuantica.

1.1 Algunos antecedentes.

e Actividad 1.

Para cada uno de los modelos de la distribuciéon espectral del cuerpo
negro, calcule la posicién del maximo con respecto a A.

8wkT
(a) Raleigh-Jeans pRI(N) = 7;74
(b) Wien pV(N) = %ech/AT
(c) Planck 8mhe

P(y\) —
prA)= N5 (ehe/NT 1)

20+

X

Figure 1: La grafica de la funcion f(x) = (x—>5)e” +5, raices: x =0y x ~ 4.965.

e Actividad 2.
~ T

La serie de Taylor de la funcién exponencial es e* = >~ —-
n!

Verifique las aseveraciones siguientes.

1 1
(A) Paraz <1, e* —1=z(l+2/2+---) ~ x. Entonces, i
er — T

e

1
(B) Cuando x> 1, e” — 1 ~ e®, y entonces — T
et _

e Actividad 3.
A partir de la distribucién espectral de Planck. Verifique que:
(A) Cuando x = he/AkT < 1, la distribucion Planck tiende a la de
Raleigh-Jeans.
(B) Siz > 1, la distribucion de Planck tiende a la de Wien.

e Tarea 1.
Revise los ejercicios de practica 10-15.



Respuestas.

— Actividad 1. (a) La funcién es decreciente y no tiene extremo. (b)
AmaxT = ¢2/5. (€) AmaxT =~ he/(4.965k).

1.2 Los operadores.

Considere los operadores siguientes:

D=4 X=2,8=D+X,P=DX,D?>=DD.

Asique, Df = f/, Xf = zf, etc.

Actividad 1.

Para las funciones g(z) = e®*, h(z) = z", j(z) = cosbz, k(z) = sincz,

calcule:
— (a) Dg, (b) Dh, (¢) Dj, (d) Dk.
- e) Xga (f) Xh, (g) Xj? (h) Xk

Actividad 2.
Calcule los conmutadores siguientes:

- 10,01, [0%,0).
— [S, X].
Actividad 3.
A partir de los resultados de la actividad 1, indique si alguna de las

funciones utilizadas es funciéon propia de los operadores D, X, S Po
D2, En el caso afirmativo, identifique el valor propio correspondiente.

Actividad 4. . .
Analice si los operadores D? y P pueden ser hermitianos.

Tarea 1. o
Verifique que los operadores X, Sy P son lineales.

Respuestas.

— Actividad 1.

(a) ae?®, (b) nz™ 1, (c) —bsinbz, (d) ccoscx.

(e) zes®, (f ) 2" (g) zcosbz, (h) zsincx.

(i) (a + z)e® (J) (n+ 22)2"1, (k) ccoscx + xsincz.
D) (14 azx)e®™, (m) (n+ 1)z™, (n) sincx + cz cos cx.
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* (0) a?e®, (p) n(n — 1)a"~2, (q) —b?cosbz, (r) —c?sinc.
— Actividad 2.
% [0,0] =0, [0%,0] = 0. Asi, todo operador conmuta con ¢l
mismo y con sus potencias.
x [S, X] = 1. En este caso, estos operadores no conmutan.

— Actividad 3.

+ D: La funcion e es funcién propia del operador D con valor
propio a.

* X: Ninguna de las funciones utilizadas es funcién propia del
operador X.

* S Ninguna de las funciones utilizadas es funcién propia del
operador S.

x P: La funcién 2" es funcion propia del operador P con valor
propio n + 1.

« D?: Las funciones e**, cos bz y sin cz son funciones propias del
operador D?. La funcién e tiene valor propio igual a a2, a
cos bz le corresponde el valor propio —b?, mientras que la

funcion sin cz tiene el valor propio —c?2.

— Actividad 4.

x [f*D%*g= (f*g' — f’*g)|Z + [ (D?f)*g. Entonces, el operador
D? es hermitiano si las funciones y sus derivadas se anulan en
los bordes del dominio.

x [ f*Pg= f*:vg|z — [(xDf)*g # [ (Pf)*g. Por lo tanto, el
operador P o es hermitiano, pues no se cumple la condicién de
la definicion.

1.3 Los principios de la teoria cuantica.

Para una particula de masa p, que se mueve en el intervalo [—b, ], considere la
funcion de onda ¥(z) = B(b* — z%).

Dado que el intervalo del movimiento es simétrico, analice la paridad de cada
integrando para simplificar el proceso de integracion.

e Actividad 1.
Asegurese que la funcion de onda estéd normalizada.

e Actividad 2.
Calcule el valor promedio de x y de p.

o Actividad 3.
Encuentre la probabilidad de localizar a la particula en el intervalo [0, b].

e Actividad 4.
Identifique el punto en donde la densidad de probabilidad es maxima.



e Actividad 5.
Obtenga el valor promedio de z2 y p?.

e Actividad 6.
Calcule la probabilidad de localizar a la particula en el intervalo [0,b/2].

e Tarea 1.
Repita las actividades anteriores para una particula que se mueve en la
region [0,b] y con funciéon de onda ¥(z) = c(x® — bx?).

e Tarea 2.

Calcule la energia de la particula de la actividad 1, tomando en cuenta

que la energia potencial en la region de movimiento es V(z) = %kxz.

Funciénpar

Funciénimpar
f

1.0

0.5+

~0.51

Figure 2: La grafica de una funcion par (a la izquierda) y una impar (a la
derecha).

e Respuestas.

— Actividad 1. B = 8?;4\/3

— Actividad 2. 0, 0.
— Actividad 3. 1/2.

— Actividad 4. z = 0.

.. 156> 45h2
Actividad 5. " T2

— Actividad 6. 32T ~ 0.343.

Tarea 1.
1. /10507
2. 5b/8, 0.
3. 1.

4. x =2b/3.

5. 5b%/12, 14h? /b2



6. 29/128 = 0.227.

45h%  15kb?

~ Tarea 2. —n_ 4 2000
Area 2 ogub? 154



2 Algunas aplicaciones sencillas.

2.1 El movimiento traslacional.
2.1.1 La particula encerrada.

e EJEMPLO 1.
Un electrén con masa me = 9.110 x 103! kg se mueve en un carril
unidimensional de longitud L = 140 pm (¢ = L/2 = 7.00 x 107! m). El
espectro de la energia estd dado por E,, = h?7?n?/(8ma?).
Para el estado basal (n = 1), después sustituir y simplificar las unidades,
se obtiene:

E, =3.07x 10718 ]J.

Ademas, los estados excitados tienen las energias: 4F7, 9FE7, 16E7, etc.
La transicion del estado basal (n = 1) al primer estado excitado (n = 2)
requiere

AE =F,—FE; =9.22 x 10718 J.

Como AFE > 0, el sistema debe recibir energfa en forma de radiacion
electromagnética. Para que ocurra esta transicion electronica, se requiere
un fotén con longitud de onda

A=215%x10"% m.

e Actividad 1.
Tome como referencia el ejemplo 1 y analice el efecto de los cambios
siguientes en la longitud de onda:

(A) El electron se mueve en un carril con el doble de la longitud.
(B) Un protén se mueve en el mismo carril (m, ~ 1836m.).

(C) El electron se mueve en un carril cuatro veces mayor y tiene una
transicion del estado n = 4 al estado n = 5.

(D) La transicion ocurre del estado n = 3 al estado basal.

e Tarea 1.
Para una particula encerrada en el intervalo [—a, a], en el estado con
n = 3, calcule la probabilidad de encontrar a la particula entre 2a/3 y a.
Grafique la densidad de probabilidad y dé una explicaciéon geométrica del
resultado.

e Tarea 2.
Verifique las expresiones del material auxiliar LAS MOLECULAS
POLIATOMICAS CON ENLACES DOBLES CONJUGADOS EN LA
APROXIMACION DE ELECTRONES LIBRES.



e Respuestas.

— Actividad 1. (A) el cuadruple, (B) 1836 veces mayor, (C) 16/3
mayor, (D) un tercio.

— Tarea 1. 3/8.

|u_3["2

1
3 3 3

Figure 3: La grafica de la funcién propia de la particula encerrada con n = 3.

2.1.2 El pozo de potencial con paredes de altura finita.

e Actividad 1.
Para un pozo finito, la funciéon de onda en la pared derecha (x > a) tiene
la forma siguiente: (a) funciones pares: ¥(x) = Ce "**~% coska, y (b)
funciones impares: ¥(z) = De*(*=) sin ka.
Calcule la probabilidad de localizar a una particula en el intervalo (a, 00).
[ Es posible predecir que ocurre en la pared izquierda (z < —a) sin
realizar ningin calculo adicional?

e Tarea 1.
Para el pozo finito calcule la probabilidad de localizar a la particula en el
intervalo (0, a). Haga el calculo para los estados pares e impares.

e Actividad 2.
Para un pozo finito con La = 10, verifique que ka = 1.4276 para el
estado basal. Mientras que, ka = 2.8523 para el primer estado excitado.

e Respuestas.

2L ink
— Actividad 1. a|C’|2COS a, a|D|2S1n -
2Kka 2Ka
in 2ka sin 2ka
— Tarea 1. 2a|C? (14 25 salDI* {1 :
area 1. 1a|C| ( + ha , 3a|D| + oka



2.2 El movimiento vibracional.

e Actividad 1.
Verifique esta identidad de los operadores, pz = —ih + Zp.

e Actividad 2.

Para el operador hamiltoniano del oscilador arménico, verifique que
2mH = p* + (mwz)?.

e Actividad 3.
Simplifque los operadores siguientes:

(A) (P + mwz)(p + mwi
(B) (p+muw)(p—
(C) (p—mwz)(p + mw).
(D) (p + imwz)
(B) (p— imew)
e EJEMPLO 1.
Las reglas de los conmutadores (revisar el cap. 2 del texto) ayudan a

evaluar el conmutador de combinaciones de operadores. En la seccion
1.2, se usan los operadores X y D para construir otros:

S=X+D, P=DX.

Entonces, se pueden evaluar los conmutadores siguientes:

(A) [8,X]=[X+D,X] = [X X]+[D X] =D, X].
A i

[
(B) [1:37?:(] [{?X,{(]fD[ X+ ?{] iff]f(- o
(C) [8,D]=[X+D,D] = [X,D]+[D,D] = [X,D] = —[D, X].
(D) [P,D] = [DX,D] = D[X,D]+[D,D|X = D[X, D].

Asi que, los cuatro casos dependen del conmutador [D, X].

Actividad 4.

Para el oscilador armoénico, calcule los conmutadores [H, p|, [H, Z].
Recuerde que el conmutador [, p] es conocido.

Actividad 5.

d n
A partir de de la ecuacion u,, = |n) = % (g — df) e~ 7€ para
mw2"n!

las funciones propias del oscilador armoénico, calcule los kets [0) y |1).

Tarea 1.
Calcule el ket propio del oscilador armonico |2).

EJEMPLO 2.

El operador de la posicién es una combinacion de los operadores de
ascenso y descenso,

10



Asi, es posible calcular el efecto de este operador sobre un ket propio del
oscilador armoénico #|n). Recuerde que

aln) = /n|n — 1)
atln) = vVn+1jn+1).

Por lo tanto,

" (ot at) o) =\ g (i) + ) =

— [Vnln—1)+Vn+1n+1)]

EJjEmPLO 3.
El braket (n|Z|n) se calcula con el resultado del ejemplo 2:

— [Valn—-1)+Vn+1ln+1)] =

2mw
S [Vinln — 1) + VA inln + 1] =
21}:;4) [\F(;nn 1+vn+ 5nn+1] =

Este resultado concuerda con la simetria del integrando del braket.

Tarea 2.
h

Verifique que (k|Z|n) = UQ— [VRdkn—1+ vVn+ 10k ni1].
mw

EJEMPLO 4.

Para la expresion de la tarea 2, tome k = 3. Entonces, es posible
responder las preguntas siguientes, ;para cuales valores de n, el braket
(3|Z|n) es distinto de cero? y jcudl es su valor?

Sustituyendo k = 3, se tiene que:

. | R
<3|SL'|7’L> = % [ﬁ63,n—1 +vn-+ 153,n+1} .

La delta de Kronecker s6lo es igual a la unidad si los subindices son
iguales.

(A) 03,1 =1 solo cuando 3 =n — 1, entonces n =4, y
. h 2h
(3|z[4) = \ 2w (V403,41 + VA + 103441] =/ —.

mw

11



(B) d3,n+1 = 1 s0lo cuando 3 =n + 1, entonces n =2,y
h 3h
3|z|2) = 4/ —— |V2032_ V2 4+ 16 =4/ —.
(3|22) \/ o [\[ 3,2—-1 1 + 3,2+1] o
(C) Los otros brakets (3|Z|k) = 0 para k # 2,4.

e Tarea 3.
Siga el procedimiento de los ejemplos anteriores y calcule los brakets
siguientes: (n|z?|n), (k[pln), (n|pln), (n[p®n) y (n|H|n).

e Actividad 6.
El namero de onda de la transiciéon vibracional de la molécula de
nitrégeno es 7 = 2331 cm .

(A) Para el oscilador armonico, calcule la energia necesaria para la
transicion del estado |n) al |n + 1).

(B) A partir del nimero de onda vibracional, calcule la energia de la
transiciéon en la molécula de nitrégeno.

(C) Sila vibracion de la molécula es similar a un oscilador armoénico,
calcule el valor de w.

(D) Dado que w? = k/pu, en donde y es la masa reducida de los dos
nicleos, calcule la constante de fuerza (k) del enlace de la molécula
de nitrégeno. Recuerde que 1/p = 1/ma + 1/mp, en donde m4 y
mp son las masas de los ntcleos.

e Respuestas.

— Actividad 1. pif = —ihL = —ih(zf' + f),
pf = —ihw g f = —ihxf’.

— Actividad 3.
(A) 2mH + 2mwip — imhw
(B) p? — (mwi)? + imhw
(C) p? — (mwi)? — imhw
(D) 2mH — mhw.
(E) 2mH + mhw.

— Actividad 4. imhwz, f@p

Actividad 5. ‘/—e 3¢ /7256—%52
Tarea 1. /ﬁ@@ - 1)3—5

h
— Tarea 3. %(n + 1), 04/ @ [Vn + 16k n41 — VNbkn-1], 0,
1
mhw(n + 1) , hw(n + 5)
Actividad 6. (A) hw, (B) hev, (C) 2mcp, (D) 2mn(mcv)?.

12



2.3 El movimiento rotacional.
2.3.1 El movimiento en un anillo.

Un modelo simple para el benceno y otros anulenos consiste en suponer que los
electrones se mueven en una circunferencia de radio R, sin ninguna interaccion.
En este modelo, el sistema es bidimensional, aunque, usando coordenadas
polares, sélo depende del angulo ¢.

Las coordenadas cartesianas para el movimiento en una circunferencia
centrada en el origen son x = Rcos¢ y y = Rsin ¢, en donde el angulo ¢ se
obtiene de la relacion tan ¢ = y/x.

Las derivadas con respecto a x y y se calculan con la regla de la cadena; por
ejemplo,

d 0¢d

de  Oxdo’
Para la segunda derivada, se aplica dos veces este operador.
Asi, la ecuacion de Schrodinger toma la forma siguiente:

- B Py dPu R dPu
H —_—— - _ == E . ]-
“ 24 <dx2 + dyQ) 2uR2 dg? “ (1)
En este caso, £ > 0 y la ecuacion diferencial tiene coeficientes constantes,
u” = —k?u, con k? = 2uR?E /h?%. Por lo que, la solucion es de la forma
u() = At . (2)

En un circulo, cuando el 4ngulo cambia en 27, se regresa al punto inicial. Por
lo tanto, la soluciéon debe cumplir la condicién

u(¢) = u(¢ + 2m).

Al sustituir la solucién en la condiciéon previa, se obtiene que €™ = 1, o bien,
k=0,£1,%2,.... Entonces, las funciones propias son
eik®
k) = ui () = (3)

Vor

en donde k toma valores enteros (tanto positivos, como negativos), y el valor
propio correspondiente es

h2k?
=5 (4)
2uR

El estado basal es aquel con k =0y Ey = 0. Para k # 0, hay dos estados
degenerados. Fy = E_j, con kets propios distintos,

k

ik o—iko

= TR =

13



En este problema, el espectro esta cuadraticamente espaciado.

Dado que el movimiento ocurre en el plano x — y, el vector del momento
angular, L=7x P, esté en la direccion del eje z, con componente

L, = xp, — yp,. El operador hermitiano asociado con L. esta dado por

- 0 0 0
L.=—th|loe— —y— | = —th— , 5
(v~ v37) = g )
ademés, L2 = —h?9*/d¢*. Por lo tanto, el operador hamiltoniano es
proporcional a L2,
.12
o=
=3 ©)

en donde I = ;R? es el momento de inercia de la particula en el anillo.

e Tarea 1.
A partir del cambio de variable a las coordenadas polares, verifique las
expresiones de las ecuaciones (1) y (5).

e Actividad 1. .
Demuestre que el operador hamiltoniano conmuta con los operadores L,
y L2.

e Actividad 2.
Si una particula pasa del estado |k) al |k + 1), calcule la energia necesaria

para la transicion. También, obtenga la longitud de onda del fotén
requerido para que se lleve a cabo la excitaciéon. Tome el caso k > 0.

e EJEMPLO 1.
Al aplicar el operador hamiltoniano de la particula en un anillo sobre la
funcién |f) = e se obtienen que

. h2
Alf) =271f).

Entonces el ket |f) es ket propio de este operador, con valor propio
2h?%/I. De hecho esta funcién es proporcional al ket propio |us).

e Tarea 2.
Aplique el operador hamiltoniano de la particula en un anillo a la
funcion |g) = ¢'¢/3. Explique por qué esta funcion no es una funcion
propia de hamiltoniano de este problema.

e EJEMPLO 2.
La ecuacién de valores propios de un operador se usa para evaluar de
forma directa algunas expresiones entre el operador y sus funciones
propias. Para la particula en un anillo, se tiene que

14



h2

ﬁ| -1)= o7 1),
AIK +1) = mer 0,
R R . 2
H(|l) +|m)) = H|l) + H|m) = %(FW +m?|m))

e Tarea 3.
Aplique el operador hamiltoniano del movimiento en un anillo a cada
una de las funciones siguientes:

L [f1) = alug) + Blu—g),
2. |f2) = alug) + Bluo).
3. |f3) = alug) + Blw),

en donde los kets |ug) son los kets propios de la particula en el anillo.
Identifique cuales kets son kets propios del operador.

¢ EJEMPLO 3.
La funcién de onda |h) = sin4¢ es una funciéon propia del operador
hamiltoniano de la particula en un anillo,

e Tarea 4.
Explique la relacion que hay entre la funcion |h) del ejemplo 3 con las
funciones propias de la particula en el anillo.

e Respuestas.

9  sing d 9 _cos¢ 9

Tarea 1. —

or R 0¢ dy R 0¢

n? el
— Activi 2. AE = —(2 1 = —.
ctividad 21( E+1), A R2hT 1)

Tarea 2. La funcion |g) no cumple la condiciéon de periodicidad en

la circunferencia, figura 4.

h2k? h%k? h?

Tarea 3. 7|f1), 7a|uk>, of [K2aui) + 12Blu)]. El k2et2\f1>
hk

es ket propio del operador hamiltoniano con valor propio T

— Tarea 4. |h) = —i\/m/2[|4) — | — 4)].

15



----- anillo

Re |g>

Figure 4: La grafica de la funcion |g).

2.3.2 El momento angular.

EJEMPLO 1.

Los simbolos de Levi-Civitta siguientes representan un ntmero entero
que puede ser soélo 0, 1 6 -1,

(A) €131 =0, ya que hay indices repetidos.

(B) €123
(C) €321 = —1, pues (3,2,1) NO es una permutacion ciclica de (1,2, 3).

1, pues (1,2,3) es una permutacion ciclica de (1,2, 3).

Actividad 1.
Evalte los simbolos siguientes: €31, €132, €333, €122.

Actividad 2. R R
Obtenga el valor de los conmutadores siguientes: [L1, 72}, [f2, La],
[L3,p1], [L2, L1].

Tarea 1. . .
Obtenga el valor de los conmutadores siguientes: [Ly,71], [L—, 1],

[i+’ﬁ2]a [i’*?pﬂ'

Tarea 2. . .
Obtenga el valor de los conmutadores siguientes: [L1, 72, [L1, p?],
[Ly, L?].

Tarea 3. . . X
Obtenga el valor de los conmutadores siguientes: [L?, 7], [L3,71], [L3,71].

Actividad 3. . A A
Calcule las expresiones siguientes: L?|SMg), L3|SMs), L?|3,2),
L3|37 _1>a L+|370>7 L*|3a0>

Tarea 4. o A
Aplique los operadores L2, L3, L y L_ al ket
|\I}> = a|la l> + 5|la 0> + 7\17 _l>

EJEMPLO 2.
El braket (I',m/|L4|l,m) se evalta asi:

16



',/ | Ly |l,m) = (U, m! |h/ T+ m+ D) ([T — m)|l,m +1) =
/(I +m+ 1)1 —m) ', m/[l,m+1) =
h\/(l +m + 1)(l — m)él/ﬁm/’mﬂ.

Tarea 5. A .
Evaltie los brakets siguientes: (Im|L|lm), (Im|L|l,m — 1),
(Im|Ly|l,m+1), ({ +1,m + 1|Ly|lm).

Actividad 4. R
Evalue el braket siguiente: (2,1|L|2,m). Indique en qué caso es distinto
de cero y su valor.

Tarea 6. R .
Evaltie los brakets siguientes: (I'm’|L_[lm), (Im|L_|lm),
(Im|L_|l,m — 1), (Im|L_|l,m+ 1), {{ +1,m — 1|L_[Im).

EJEMPLO 3.
El braket (I',m/|L1]l,m) se evalaa asi:

(W m | Laft,m) = @ | & (B + Lo)ltm) =
S (@ m Lt m) + | L m)).

Para el braket (2, 0|IA/1|2, 0), la integracion es sencilla,

(2,01L412,0) = & ((2,01L4[2.0) + (2,011 2,0)) =
% (<270|O;E)|27 1> + <270|C2_0‘27 _1>) =
5 (C55(2,012,1) + C5(2,0[2, 1)) = 0.

Actividad 5. R R
Evalue los brakets siguientes: (2,1|L1]2,0) y (2,1|L|2,2).

Tarea 7. .
Evaltie el braket siguiente: (2,0[L%(2,0).

Respuestas.

— Actividad 1. 1,-1,0,0.

Actividad 2. ihfs, 0, ihpe, —ihLs.

Tarea 1. hrs, —hrs, thps, ihps.

Tarea 2. 0,0,0.

Tarea 3. 0, —ih(Lots + 73L9),ih(Lafy + 72 L3).

— Actividad 3. h2S(S + 1)|SMs), hMg|SMg), 12h%|3,2), —h|3, —1),
2v/3h)3,1), 2v/3A|3, —1).
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— Tarea 4. h2I1(1 + 1)|9), Al (a|l,1) — 7|1, 1)),
R (BT 1) + V2L -1+ 1)),
h (a\/ﬁu,z — 1)+ 8T+ DL, —1>).

— Tarea 5. 0,h\/(l+m)(l —m+ 1),0,0.

— Actividad 4. h\/(3 +m)(2 — m)d1.m11, m = 0, /6.
— Tarea 6. h\/(l —m+ 1)+ m)dyi10ms m-1, 0, 0,
R/ (I —m)(I+m+1),0.

— Actividad 5. /3,
— Tarea 7. 3h2.

2.3.3 El rotor rigido.

¢ EJEMPLO 1.

Los is6topos naturales del cloro son 2°Cl y 37Cl, con una proporcién
aproximada de 3 : 1. El espectro rotacional del HCI permite identificar a
las moléculas con cada uno de los isétopos del cloro.

R I’.f.ﬁ] NN I
J“U ":JJ“L”\';J;JL S /¢ ‘J‘U'p‘bdkﬁ;;‘
8.00 8.20 8.4(:: rmuenct;?zzy 8.80 9.00 9.20 x1013

Figure 5: El espectro rotacional del HCI.

Dado que la distancia de enlace es la misma en ambos casos, la diferencia
en la frecuencia vibracional de cada tipo de molécula se puede aproximar
con el modelo del rotor rigido:

Vg3t
Av = Vysscl — VH37Cl = VH35(Cl 1-— el
VH35(Cl
Iygss 35
e (1 Clwway U, (1 e
Iysre Hu37c1
1+ mH/ms7Cl
= VgssCl 1l—-
1+ my/mssq
my msrcp — M3s5Q]

~ VH35(01
msscy ma7cy
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Av =~ 0.00157/}13501

e Tarea 1.
Verifique todas las expresiones del ejemplo 4. Calcule Av para las
moléculas de HCl y compare su resultado con el espectro que se muestra
en la figura 5.

2.3.4 El espin electroénico.

e Tarea 1.
Verifique las propiedades de los kets propios del operador del espin
electronico que estan en la tabla al final de la pagina 8-9, en el capitulo 8
del libro de texto.
Recuerde que los kets del espin son |a) = [3,3) v [8) =[5, —3).

2.3.5 Los potenciales centrales.

e EJEMPLO 1.
Una particula de masa p esta encerrada en una esfera de radio ry9. Dado
que, la energia potencial no tiene dependencia angular, este modelo
representa a un potencial central,

. 0 , 0<<r<mn
V(r){oo , r>ryg

Como, la energia potencial es infinita fuera de la esfera, la pared es
impenetrable. Por lo tanto, la funcién de onda es igual a cero en la
superficie de la esfera. Esta restriccion es una condiciéon de frontera para
la ecuacion de Schrodinger. Dentro de la esfera, la ecuacion de valores
propios de la energia es

h2
*ZVQ’UJE(F) = EUE(F),

con E¥ > 0. Como la energia potencial es un potencial central, entonces el

operador hamiltoniano conmuta con los operadores del momento angular.

Es decir, estos operadores tienen funciones propias comunes. Ademés, la

ecuacion diferencial es separable y la funcion propia tiene la forma,
up(F) = tnim(7) = Bni(r)Yim (0, ¢) = [nlm) = |Rni)|Im).

Asi que, la funcion radial, R,,;(r), satisface la ecuacion diferencial

2RI, + 2rR), + [k*r? — 1(1+1)] Ry =0,

en donde k? = 2uE/h% y Ry (ro) = 0.
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e Tarea 1.
Sustituya la funcion de onda wg(7) = Ru(r)Yim (0, ) en la ecuacion de
Schrodinger del ejemplo 1 y verifique que la funcién radial satisface la
ecuacion diferencial propuesta.

e Actividad 1.
Considere a la funcion u(7) = Asinkr/r, para 0 < r < rg.

(A) Verifique que la funcion u satisface la condicion de frontera del
ejemplo 1, cuando k = nw/rg, en donde n > 0 es un nimero entero.

(B) Normalice a la funcion wu.

(C) Aplique los operadores H,L?y L. ala funcion u. Use el operador
hamiltoniano del ejemplo 1. Identifique si u es funcién propia de
estos operadores y, cuando esto ocurra, indique cual es el valor
propio correspondiente.

(D) Dado que el sistema es tridimensional, en lugar de analizar a la
densidad de probabilidad, |u(7)|?, es mas comiin usar a la funciéon
de distribucion radial D(r) = [ |u(7)|*r? sin 0dfd.

La funcion de distribucion radial representa la densidad de
probabilidad dentro de una céscara esférica de radio r. Esta funcion
es independiente de la direccion en el espacio, debido a que ya se ha
integrado sobre las variables angulares, (0, ¢).

Calcule la funcion de distribucién radial.

(E) Para el caso n = 1, encuentre la distancia a la cual la funcion de
distribucién radial toma el valor maximo.

e EJEMPLO 2.
Las funciones esféricas de Bessel, j,(t), satisfacen la ecuacion diferencial

25 + 25 + [t2 = p(p+1)] jp = 0,

en donde p es un namero entero no negativo. Estas funciones estan
relacionadas con la funciones de Bessel de orden semientero,

™

jp(t) = ?Jp+%(t)v

y las funciones para los valores méas pequenos del indice son

) sint | sint cost . 3 1 3cost

Jo(t) = ——, 51(t) = —5— — ——, j2() = 2
t t t

Las funciones esféricas de Bessel son funciones oscilatorias y cada una de

ellas tiene un numero infinito de raices. A la raiz n-ésima de la funcion

Jp(t) se le denota como zp,, entonces j,(zp,) = 0.

Algunas propiedades adicionales de estas funciones son
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S p+1.
Jp = Jp=1 =~ Jp

1,9 . . Zpr r. 2
fo t2p(2prt)p(2pst)dt = 5rs% [];/;(Zpr)} .

o Actividad 2.
Calcule las raices de la funcién jo(t). Verifique que zp, = n.

e Tarea 2.

(A) Tome la ecuacion diferencial para la funciéon radial del ejemplo 1y
realice el cambio de variable t = kr. Verifique que se obtiene la
ecuacion diferencial de las funciones esféricas de Bessel. A partir de
este resultado, se puede concluir que R, (r) = Apiji(kr).

(B) La condicion de frontera del ejemplo 1, 0 = Ry, (ro) = Aniji(kro),
determina los valores del parametro k y la energia. Verifique que

2.2
i _ Zn 7hzlm

1= Y 1= 5 32
" " 2urd

(C) Normalice la funcién radial, usando las propiedades de las funciones
esféricas de Bessel y pruebe que la forma final de las funciones
propias del ejemplo 1 es

- zZinT
|7’le> = un[m(?) = Anl]l < 7lﬂ() > )/IWI(Ha ¢)a
2
A% = 73 (mn)? , 1=0

lia(za)] ™, 1> 0
(D) Calcule el braket (n00|r|n00).

e Actividad 3.

Verifique que la funcién de la actividad 1 coincide con la funcién propia
[100).

e Respuestas.

— Actividad 1.
(B) A=1/yrr,
(C) Hu = (han)?/(2urd)u, L*u= 0= Ou, L,u =0 = Ou,
E, = (hmn)?/(2urd), 1 =0, m = 0.
(D) D(r) = sin®(nmwr/rg)/(2mror?), (E) 3ro.
— Tarea 2. (D) 3ro.

2.4 La teoria de perturbaciones.

2.4.1 La teoria de perturbaciones independiente del tiempo.

¢ FJEMPLO 1.
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Tome una particula com masa p, encerrada en el intervalo [—a, a], bajo
la presencia de un potencial constante Vj.
El operador hamiltoniano de referencia es el de la particula encerrada,

n2 d?
C2uda?’

mientras que el hamiltoniano de la perturbacién es el potencial constante,
H' =V, = const.
Los valores propios del sistema de referencia son

_ h2m2n? w©
8ua? )

y sus kets propios
- las funciones pares: |n) = Acosnzm/2a = |<I>£LO)>, con n impar, y
- las impares: |n) = Bsinnan/2a = \@59), con n par.

Primero, se calcula el braket
Hyy = (k|H'|l) = (k[Vo|l) = Vo(k|l) = Vodi.
Asi, las correcciones a primer orden son

w) = H,. = (m|H'[m) = Vobymm = Vo,
H; Sua?Vyé
(1) _ pm _ KA~ VoOpm -0
amp Em o Ep h27'('2 (m2 . pg) 9 (p 7é m)y
1 _

Amm =

Actividad 1.
(2) (2)

Para el caso del ejemplo 1, verifique que wy,” =0y amp = 0 y calcule:

(A) Wi = wi) +wly) +wis
(B) |<1>“> S0 atmnlp).
(C) |23y = 3202 | atmlp).
(

D) |U,) ~ [B) +|2W) + |32,

Actividad 2.

Para el caso del ejemplo 1, calcule el conmutador [Hy, Hy 4+ H']. {Qué se
puede concluir sobre los kets propios del operador H'? Y, jqué
informacién se puede obtener sobre los valores propios?
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e Tarea 1.
Para el oscilador armoénico bajo una fuerza constante, verifique el calculo

de H/ ..

¢ EJEMPLO 2.
En el caso del oscilador arménico en presencia de una fuerza constante,
las correcciones a primer orden son

[ h
w?(”n) = H»;nm =-r 2’”7 [\/ﬁém,m-‘rl +vm+ 16’m,m—1] = 07

a(l) _ Hz/)m - _F h vV m57n,p+1 +vm+ 15m,p—1 (p ” m)
" B, —E, 2w hw(m — p) ’ ’
(1)
Amm = U,

|<1>533> = 32 atplp) =
F Oy
i s [V S ) 4 VT 22 )| =

m—p
\/JW [—v/mlm — 1) + Vi Ijm + 1)].

Observe que, en la primera suma del célculo de |<I>§rlb)>, la delta es distinta
de cero cuando sus indices son iguales (m =p+ 1 0 p =m — 1); mientras
que, en la segunda suma, esto ocurre cuando p = m + 1.

e Actividad 3.
2 . - .
Calcule uh(n) para el oscilador arménico en presencia de una fuerza
constante.

e Tarea 2.
Para el oscilador armoénico bajo una fuerza constante, calcule:

A) W~ wly) +wi) +win.

(A) W,
(B) afp ¥ amn-
(C) |22y = 0% atmlp).

(D) W) =~ |B4)) +[D4)) +[@5)).

e EJEMPLO 3.
Una particula de masa u esta encerrada en una esfera de radio rg. El
sistema de referencia es la particula encerrada en ausencia de fuerzas y
se usa la teoria de perturbaciones para obtener soluciones aproximadas
del sistema bajo la presencia de los potenciales siguientes:
Vi(r) = vosinmr/ro y Va(r) = v cosmr/ro.
El sistema de referencia tiene un potencial central y las soluciones son
separables, |nlm) = |Ry,;)|lm). En este caso, la parte angular es una
funcién propia de los operadores de momento angular.
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Las funciones propias del sistema de referencia no son degeneradas,
cuando [ = 0. Mientras que, para [ > 0, los niveles de energia tienen un
grado de degeneracion igual a 2 4+ 1. Por lo tanto, se deben analizar por
separado los casos [ = 0 y [ > 0, pues las expresiones de la teoria de
perturbaciones son distintas para los estados no degenerados y
degenerados.
Dado que la energfa potencial de los dos tipos de perturbacion son
potenciales centrales, las integrales necesarias no son complicadas,

H) = (n’l’m’\f[’mlm) = (R |V'|Rpi) (I'm/ |lm)

U'm/ ,nlm

= <Rn’l/|V/|Rnl>5l’l5m’m = <Rn’l|vl|Rnl>§l’l§m’m~

Para los estados no degenerados (|n00)) se tiene las expresiones
siguientes,

1
U’?(zo)o = H},00.n00 = (Bno|V'|Rno),
(1) ~ (Rpo|V'|Rpn0)6100mo

n00,plm — EnO —E 0 ’
(1) _ oo (Rpo|V'| Rno)
1D 100) = 2 pet, (ptn) “Eo—Ey
(2) _ oo [{Bpol V' Rno)|*
Wnoo = Zp:l,(p;&n) EnO _ EpO '

P!
|p00),
p0

Mientras que, en los estados degenerados (|nim), con [ > 0, n,! fijas y
—1 < m <) el procedimiento es més complicado. Sin embargo, la
correccién a primer orden en la energia es el valor propio de la matriz
con elementos,

HI

nlm’ ,nlm

= <Rnl|v/|Rnl>5m’m

Esta matriz de dimensiones 2] + 1 x 2[ 4+ 1 es proporcional a la matriz
identidad. Por lo tanto, todos los valores propios de la matriz son iguales
y la perturbaciéon no rompe la degeneracion de estos estados,

Wi, = (Rt [V' [ Ry
Este hecho es compatible con las caracteristicas de los estados propios
del operador hamiltoniano con un potencial central.

Las integrales de productos de varias funciones trigonométricas se
evaltan facilmente cuando se usan las exponenciales imaginarias,
2cosa = €' + e y 2isina = ! — e,

— Ejemplo 3.1. V'(r) = vgsinzr/r.

Para los estados no degenerados la integracion es directa y se tiene
que

24



w7(110)0 _ 86 n?
E10 T 4n2 — 1’

1, _ 86n p|p00)
[Pno0) = = L (TP =) (2 —n?) (o1 =)’
wify _ 645°n? 5 P2 (p? — n2)
Evo m TP ([p+ 12 = n2) (p2 — n2) (fp — 12 — n2)]

En las expresiones previas, las sumas sélo incluyen a los valores de p
con la misma paridad que n, 8 = vy/E10 y E19 = h?m?/(2urd).

En el caso de los estados degenerados, las integrales se evaltian
numéricamente. Por ejemplo,

wl})) = 0.847638v,.
Para los otros estados, se sigue el mismo procedimiento.

— Ejemplo 3.2. V/(r) = vg cosmr/rg.
De forma similar al ejemplo 3.1, se obtienen los resultados

siguientes:
1
Wi _
Eo ’
oy = B [In=100 [n+1,0,0
n0f o | 2n—1 m+1 |’
wao _ B 1
Eqq 2 4n?2 -1’

wll) = —0.254408 .
Aqui, 8 =vy/Er y E1o = B*7%/(2ur).

En este caso, es interesante identificar que la correccién a primer
orden a la energia es cero inicamente para los estados no

degenerados (I = 0).

e Respuestas.

Actividad 1. (A) E., + Vo, (B) 0, (C) 0, (D) |m).
— Actividad 2. Los operadores conmutan y tienen kets propios
comunes, {|m)}. El espectro del operador Hy + H' es {E,, + Vb }.

F2
— Actividad 3. — 5 -
2w
— Tarea 2.
F2
A B, — ——.
(A) S?
(B) _ F2 m(Smfg)p 42 \/m(m + 1)5mp + (m + 1)6m+27p
2uhwd |m—1—p (m—-p)2-1 m+1—p |
F2
4phw3”

25



F2

(C) Sy [$Im) —m|m —2) + (m + 1)|m + 2)].
F
(D) |m;2+ \/ﬁ [—vm|m —1) + Vm +1jm + 1)] +
W [%|m> —mim—2)+ (m+1)jm+ 2”

2.4.2 La teoria de perturbaciones dependiente del tiempo.

e LA INTERACCION CON LA RADIACION ELECTROMAGNETICA.
Una particula, inicialmente en el estado propio |m), en presencia de la
radiacion electromagnética con frecuencia w, puede tener transiciones
electronicas a otro estado propio. La teoria de perturbaciones
dependiente del tiempo, a primer orden, predice la probabilidad de
ocupacion del estado |k), por la absorcion de un foton (wgm, > 0),

2 eA\? sin(w — wgm )t/2 2
RN

W — Wem

o bien, por la emision inducida de un foton (wgm, < 0),

9 2 . 2
o[ (51 ekl (T2

h w + Wem

en donde hwy,, = Ey — Epp,.
Para que la pribabilifdad de transicién sea distinta de cero, se requiere
que el braket (k|z|m) sea distinto de cero.

e EJEMPLO 1.
Un oscilador arménico unidimensional, originalmente en el estado |m),
esta en presencia de la radiacion electromagnética. La probabilidad de
que el estado |k) esté ocupado es proporcional a |(k|x|m)|?.
Estas integrales se evaluaron previamente para el oscilador arménico,

h
(Hol) =[5 [VBtmos + Vi To]

en donde wy es la frecuencia de vibraciéon del oscilador.

El braket (k|x|m) es distinto de cero sélo cuando m y k difieren en la
unidad. Por lo tanto, las tinicas transiciones observadas son: m — m + 1
(absorcion de un foton) y m — m — 1 (emision de un foton).

Dado que el espectro del oscilador armoénico esta espaciado
uniformemente, el fotén de ambos procesos tiene la misma energia, fiwg.

e EJEMPLO 2.
Para una particula de masa p encerrada en una esfera de radio rg, la
teorfa de perturbaciones a primer orden predice que la transicion del
estado electronico [nlm) al estado [n/l'm’) ocurre cuando el braket
(nlm|zn'l'm') es distinto de cero.
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(nlm|z|n'U'm'y = (nlm|r cosO|n’''m’)
= (R Yim|r cos 0| Ry Yy ) = (Rpi|r| Ry ) (Im| cos 8]1'm')
= (Rulr|Rur) [owr e (Im|U" + 1,m") + Bpr s (Im|l — 1,m/)]
= (Rpi|r|Rurir) [0 imr 01,07 41 6y + Bt o2 01,17 =1 O]
- <Rnl‘7'|Rn’,l71>al71,m5l71,l’5mm/ + <Rnl|T|Rn’,l+1>ﬂl+1,m5l+l,l/5mm’a

en donde

B i(l—l—m—&—l)(l—m—i—l)ﬂ [ 3 (+m)(l—m)
Um =\ 4 @+ n@+3) T\ @ n@i-3)

Las integrales radiales se evaltian numéricamente y son distintas de cero.
Por lo tanto, para que el braket de la transicién sea diferente de cero, se
requiere que |I' — 1| = 1.

Si la particula se encuentra en el estado basal, [100), por la absorcion de
radiacion puede tnicamente ocupar estados con [ = 1. Esto es, la
interaccion sélo permite ocupar los estados excitados [n10). Siempre y
cuando, la energia del foton corresponda con la diferencia de energia de
los niveles electronicos, AE = E,,; — Eg.

21+1
r [ ]
20f
r [ ]
r [ ]
15[ o .
L ) [ ]
F L ] L]
10
F [ ] [ ] [ ]
[ ] L L]
5_ [ ] [ ] [ ] [ ]
L ] L ] [ ] L ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
L L1 L I L Ele
5 10 15 20 25

Figure 6: El espectro de la particula dentro de una esfera. La degeneracion de
cada nivel depende del ntimero cuantico [.

Cuando el estado inicial es |nim), las transiciones permitidas son a los
niveles con I’ = [ & 1. El espectro de la particula en una esfera est4 en la
figura 6.
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3 La estructura atémica.

3.1 Los atomos hidrogenoides.

¢ EJEMPLO 1.
La funciéon de onda ®(7) = Ae™"" esta definida en el espacio
tridimensional. La constante A se obtiene mediante la condicién de
normalizacién,

1= []®( F)\QdF— A2 [ e~ 2rdi
= AP [Z ofe o J2T €22 sin 0dpdhdr
fo e_tt2dt = \A|2bﬂ3

=4 <2b>3

3N\ 1/2
)
™

El promedio de la distancia con respecto al ntuicleo es el braket:

= f<I>*7“<I>dF: |AJ? [ re=2%"r2 sin OdgdOdr
4m 4 b3 3
= @ |A]2 [[F 3~ dt = T

e Actividad 1.
Si la funcion del ejemplo 1 se aplica a un atomo hidrogenoide, calcule los
valores esperados de la energia cinética, de la energia potencial y de la
energia.
Recuerde que el operador laplaciano en coordenadas polares es:

1[0 0 1 0?
V2 _ 2
o2 {87‘ (T 87‘) sin? @ <sm9 {sm@ }+ 8(;52)]

e Tarea 1.

Repita los célcul(gs del ejemplo 1 y la actividad 1 para la funcién de onda
U(7) = Be~z(07)",

e Actividad 2.
Construya la funciéon de onda del estado basal de un atomo hidrogenoide.
Compare a la funcién de onda del estado basal con las funciones
descritas en el ejemplo 1 y la tarea 1. Analice la energia de las funciones
aproximadas y contraste con la energia del estado basal. ;Cual de ellas
es la mejor aproximacion?

e Tarea 2.
Construya la funcién radial del orbital hidrogenoide 3d. ;Cuél es el valor
de r en dénde es méxima la funciéon de distribucion radial? Compare con
el valor promedio (r).
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e Actividad 3.
Construya la funcién radial del orbital 3p. Calcule la raiz de la funcién
radial y compare con el valor promedio (r).

¢ EJEMPLO 2.
Los orbitales reales son combinaciones de los orbitales hidrogenoides que
se construyen para obtener funciones reales. Dado que los kets
hidrogeniodes son ortonormales, (nlm|n'l'm’) = 6pp 011 Sy, €8 MUY
sencillo analizar sus propiedades de ortogonalidad:

1 1
<210|’¢)2pm1> = (210|E[U211 + u21,-1]) = \ﬁ[<210|211> + (210121, —1)]

1
\/5[622(511501 + (522(51160’,1} = 7[1 -1-04+1-1 0} =0.

V2
e Actividad 4.
Evalie los brakets <¢2pz ‘7/)2py>7 <¢2pz|¢2pm> y <1/J2pz |¢2py>~

e Tarea 3.

1 1
Para los kets 1) = —[|100) + |200)], |¥5) = —[|200) — |210}],
ks 91) = 751000+ o0, 9:) = 7 (20)  20)
|[s3) = —2[|211> + |21, —1)], formados por combinaciones lineales de los

kets hidrogenoides, realice las acciones siguientes para cada uno de los
kets:

(A) Verifique estan normalizados.

(B) Calcule el valor promedio de L,.

(C) Obtenga el valor promedio de L?.

(D) Calcule el valor promedio de la energfa.

e Respuestas.

ﬁ2 2 VA 2
— Actividad 1. (T) = 2—b Wy=_2° b (E) = (T) + (V)
" 4meg
3 2 3h2a? 20 Ze?
— Tarea 1. B2 = . (r) = ——, (T) = =~
area 7372 (r) ayr’ (T) Ay (V) Ve

(E) =(T) +(V)

— Actividad 2. |100) = (Z/a})?/2e=%"/%  la funcion @ coincide con la
funcién propia del estado basal, cuando b = Z/ag. La funcién ¥ es
distinta de la funcion propia y el valor esperado en el punto minimo
es cercano al exacto.

Tarea 2. ryax = 9ay/Z, (r) = 21a,/(22Z), rmax/{r) = 6/7 < 1.
Actividad 3. 7* = 6a(/Z (Rsp(r*) = 0), (r) = 25a5/(22),
r*/(ry =12/25 < 1.

Actividad 4. 0,1,0.

Tarea 3. (B) 0,0,0, (C) 0,,252, (D) L(Ey + Ey), By, Es.
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3.2 Los sistemas de particulas indistinguibles.
3.2.1 El caso con dos particulas idénticas.

e EJEMPLO 1. A
El operador de permutaciéon de las particulas, P;s, intercambia a las
coordenadas de la particula 1 con las de la particula 2:

Piaf(71,7) = (72, 7).

— Cuando a la funcion escalar F(7,72) = (71 — 72) - (71 — 72) se le
aplica el operador de permutacién, ésta queda inalterada,
P F (71, 7) = F(fa, 71) = (7o — 71) - (7o — 1)
= —(=1)("1 — %) - (11 —72) = F(,72).
Por lo tanto, la funcion F es simétrica ante la permutacion de las

particulas y es funcién propia del operador P.

— La funcién vectorial G(71,72) = 71 — 72 es antisimétrica frente al
operador de permutacion de las particulas,

PG (7, 7)) = (o, 71) = T — 71 = —(71 — 7a) = —G(F1, 7).
— El operador de permutaciéon transforma a la funcién escalar
H (7, 7) = e (2M+472) en una funcion distinta de +H (7, 7%),
PlgH(Fl, 7o) = H(T, ) = 61?'(2?24_?1) #+ +H(T, 7).

Por lo tanto, la funcién H no es funcién propia del operador de
permutacién, ni tiene simetria frente al intercambio de las
particulas.

e Actividad 1.
Aplique el operador de permutacion de las particulas a la funcion

9(71,72) = p(71)q(72).

¢ EJEMPLO 2. .
Al aplicar el operador de la energia cinética, T' = —h?/(2u)[V? + V3], a
la funcién de la actividad 1, se obtiene

FLQ
T
B . . .
= —E[Q(Tz)vfp(ﬁ) + (™) V3q(7)].

(Vig(7,72) + Vag(r1, 7))

e EJEMPLO 3.
Si se le aplica el operador de permutacion a la funcion resultante del
ejemplo 2, la funcién transformada es:
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3

= Tlq(i)p(7s)] = Tg(is,71) = TPag(i, 7).

Tarea 1. .
Aplique el operador de permutacion a la funcion T (7, 7).

Actividad 2.
Aplique el operador de permutacion a la energia potencial de Coulomb,
Vo (i, 7a) = ¢2 /| — 7.

Actividad 3.
Para un potencial multiplicativo V (71, 7%) simétrico ante la permutacion
de las particulas, calcule Pyo[V (71, 7) U (7, 72)].

Tareg 2.
Sea H=T + V(1,72), en donde V' es un potencial simétrico. Use los
resultados anteriores para calcular Pio HU (7, 75).

EJEMPLO 3.
El braket (g|g) con la funcién de la actividad 1 se calcula asi:

(9lg) = (g(71,72)|g("1,72)) = (p(1)q(72)[p(T1)a(72)) = (pqlpq

= (plp){ql9)-

Tarea 3.

Aplique el operador de permutaciéon de las particulas a las funciones
Q(r1,72) = p(r)q(r2) + q(71)p(r2) y R(71,72) = p(f1)q(72) — q(71)p(72).
Identifique si estas funciones tienen simetria frente al intercambio de las
particulas.

Tarea 4.
Calcule los brakets (Q|Q), (R|R) y (Q|R), usando las funciones de la
tarea 3.

Respuestas.
— Actividad 1. ¢(7)p(7s)
— Tarea 1. TPy U (7, 7).

— Actividad 2. El potencial de Coulomb es simétrico frente al
intercambio de las particulas.

— Actividad 3. V(F17F2)P12\P(F1,FQ).
— Tarea 2. I:I |:P12\IJ(771,F2):|.

— Tarea 3. La funcién @ es simétrica frente a la permutacion de las
particulas, mientras que @) es antisimétrica.

— Tarea 4. 2[(plp)(qlq) + (pla){alp)], 2[{plp){qlq) — (plq){g|p)], O.
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3.2.2 El Atomo de helio.

¢ EJEMPLO 1.
La funcién de onda aproximada para el estado basal de un a&tomo con
dos electrones, a partir de un determinante de Slater, es

RN _i wlsa(Fl) wlSB(Fl)
\1/(7“177“2) - \/i ¢1sa(F2) ¢lsﬁ(F2)

= L s P15 () — 1057 ) 10a (7))

= —= [w100(71) (1) u100(72) B(2) — u100(71) B(1)u100(72)x(2)]

= \%uloo(ﬂ)uwo(r}) [(1)B(2) — B(1)a(2)].

Esta funcion esta normalizada,

\)

N

%mwo(a)umo(m (a(1)B(2) — B(1)a(@)] [B(7, 7))
= {00 (L) 1100(2)a (BT (1,2)) — (100 (Ltur00(2) B(1)x(2)| T (1, 2))]
1

(Vo) =

S -

[(uloo(l)uwo@)a(l)ﬁ(?)|u100(1)U100(2)a

<U100( Ju100(2)(1)B(2)|u100(1)u100(2)B(1

—(u100(1)u100(2)B(1)x(2) w100 (1)u100(2) (1

+(u100(1)u100(2) B(1)a(2)u100(1)u100(2) B(1)cx(2))]
) )

(
= 2 [fmao0(1)us00(2) oo (uso0(2) (152l DA(2))
)
)

—(u100(1)u100(2)[u100(1)w100(2)) ((1) 8

—(u100(1)u100(2)|u100(1)u100(2)) (S

+(u100(1)u100(2) [u100(1)u100(2)) (B(1)r(2)|B(1)ex(2))]
1

= 5<u100(1)u100(2)|U100(1)uloo(2

))-
[(a(1)B(2)|a(1)B(2)) — (a(1)B(2)|B(1)a(2))
—(B(1)a(2)a(1)B(2)) + (B(1)(2)|B(1)ex(2))]
1
- §<U100‘U100><U100|U100>'
alB)(Bley — (Blay(alB) + (BB)(ala)]

1-1[1-0-041]=1.

~

[
—
=
—~

S
—
=

(W5( )5(
(D Ja(

~—_ —

[(a]e)(B]B) —

—~

l\D\»—t

e Actividad 1. R
Evalte el valor promedio del operador Hy
de onda del ejemplo 1.

= hfidro 4 phidro ¢on Ja funcion
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e Tarea 1. . X R
Evaltie el valor promedio del operador Hy = hbdr 4 phidro cop las
funcion de onda de la ecuacion (8.29) del texto.

e EJEMPLO 2.
Sean |o) y |7) dos kets del espacio del espin electronico. El operador del
espin total de dos particulas en la direccién z es S, = S’Lg + .SA'273, en
donde Su es el operador de espin de la particula ¢ en la direccién j.
Entonces, el resultado de aplicar el operador S, sobre el ket de espin
') =|T'(1,2)) = |o(1)7(2)) = |oT) es el siguiente,

ST) = (813 + S2,3)l0(1)7(2)) = S13]07) + S 3/07)
= |(51,30)7T) + |0(S2,37)) = hmg o |oT) + hms -|oT)
= h(ms,e +ms r)|oT).

o Tarea 2. R
Aplique el operador del espin total S, sobre los kets de la ecuacion (8.29)
del texto y verifique los resultados de la pagina 8-10.

e Tarea 3.
Aplique el operador del espin total,

§2 = 52 4+ 52 + 291 4805 + S8 + 87 55

sobre los kets de la ecuacion (8.29) del texto y verifique los resultados de
la pagina 8-10.

e Respuestas

— Actividad 1. 2F;,.

— Tarea 1. En los cuatro casos es igual a E15 + Eas.

3.3 Los atomos polielectronicos.
3.3.1 El modelo de las particulas independientes.

e EJEMPLO 1.
En ausencia de la repulsion entre los electrones, el hamiltoniano es
separable y corresponde a la suma de operadores hidrogenoides para
cada electréon. La energia es la suma de las energias orbitales y el estado
basal es aquel en donde los orbitales hidrogenoides de menor energia
estan llenos. Los orbitales se ocupan hasta un méaximo de dos electrones,
con espin opuesto.
Los atomos de capa cerrada, dentro de este modelo, tienen todos los
orbitales completamente llenos para cada una de sus capas. Estos
atomos representan el equivalente de los gasas nobles. Sin embargo, por
ser una aproximacioén, no son iguales.
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El primer 4tomo de capa cerrrada tiene llena la capa con n = 1. Es
decir, esta lleno el orbital 1s y tiene dos electrones. La configuracion
electrénica del estado basal es 152 y es igual al atomo de helio.

El segundo caso tiene llenas las capas con n = 1,2. Por lo tanto, estan
llenos los orbitales 1s,2s,2p y la configuracion electronica del estado
basal es 1522522p5. Este atomo es igual al neén.

Cuando estan llenas las capas con n = 1,2, 3, estan ocupados
completamente los orbitales 1s , 2s,2p, 3s, 3p, 3d.

Actividad 1.

Obtenga la configuracion electronica del atomo con las capas n =1,2,3
totalmente llenas. Calcule el nimero de electrones que tiene este atomo e
identifique si coincide con algtin atomo real.

Actividad 2.
Calcule la energia, dentro del modelo de las particulas independientes,
para los casos del ejemplo 1 y la actividad 1.

Tarea 1.
Calcule las derivadas de la ec. (12.33) del texto, usando la expresion de
la energia de la ec. (12.31). Verifique los resultados del texto.

Respuestas.

— Actividad 1. 1522522p53523p53d'°, 28, ningtin a4tomo de la tabla
perioddica tienen esta configuracion electrénica, pero algunos
cationes de los metales de transicion como el Cu™ y Zn?* si
coinciden en su configuracion electrénica.

— Actividad 2. —Z%¢q, —27%¢q, —3Z%¢,.

3.3.2 La repulsiéon electréonica como una perturbacion.

EJEMPLO 1.
El operador hamiltoniano para un atomo con tres electrones es el
siguiente,
F(N=3) _ fyN=3 7 ¢ @ _ fN=3 | {N=3
=Hpr >+ —+—+—=Hpy "+ V™"
Ti2 Tz T23

La funcién de onda aproximada |\11g¥:3)> para el estado basal se
construye siguiendo el modelo de las particulas independientes, con
orbitales hidrogenoides,

‘q}{:’I¥:3)> = |wlso¢(1)wlsﬁ(2)w2sa(3)> = |wlsawlsﬁw28a>~

Esta funcién de onda es funcion propia del operador hamiltoniano de las
particulas independientes, HIJDVI=3 , con valor propio 2¢hidre 4 chidro

valor esperado de la energia para esta funciéon aproximada es
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(Wi~ A=) = 2ehitee e 4 (YR Y),

la integral del operador de repulsion electronica se evalia por integracion
directa,

2 2 2
N=3)|vr(N=3 N=3 N=3), ¢4 q q N=3
() Mvée M) = (T e )
13 T23

= O ) 4 ol \—W )+ WL )
23
<wlsawlsﬂw2sa‘ |wlsawlsﬁw25a>
2

<wlsa¢lsﬁw25a| |¢lsawlsﬁ¢25a>

<wlsawlsﬁw2sa| |wlsawls,ﬁw25a>

<¢190¢¢196| |'¢1ea¢1sﬁ><w2sa|7/}2sa>
2

<wlsaw2$a| |¢1saw25a><¢1sﬁ|wlsﬁ>

<w156w2sa| |w155w25a><¢1sa|¢13a>
2

= <u100u100|q—|u100u100><a|a><//3\ﬂ)
12

+<U100U200\L|U100U200><a\a><a|0¢>
12

+ <U100U200 \ ;J* |u100u200> <5 \ 5) <a|a>
12

= Jls,ls + 2J1$,25'
Por lo tanto,
(U HW=3) @™ = gehidro 4 ghidro 4y 4 2015

e Actividad 1.
Construya el hamiltoniano para un atomo con cuatro electrones. Escriba
una funcién de onda del modelo de las particulas independientes para el
estado basal del 4tomo.

e Tarea 1.
Calcule el el valor esperado de la energia para la funcién de onda y el
operador hamiltoniano de la actividad 1.

e Actividad 2.
Tome la expresion de la energia de la ec. (12.49) del texto. Obtenga la
posicion del minimo con respecto al parametro n y calcule el valor
minimo de la funcién. Verifique que el resultado coincide con la ec.

(12.50).
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Actividad 3.

Utilice los datos del 4tomo de helio que estan en el texto, ec. (12.53),
junto con los resultados de la actividad 2, para calcular la energia
minima del modelo del escalamiento de la funciéon de onda. Los
resultados deben concordar con la ec. (12.54) del libro.

Respuestas.

— Actividad 1.

2 2 2 2 2 2
[A{(N:4):ﬁl:1}§:4_|_q7+q7+q7+q7+q7+q7,
(N=4) T12 13 714 723 T24 T34
|\IIPI_ > = |wlsawlsﬁw23aw256>-

— Tarea 1.

(W=D FO=1)| g (V=4) — gchidro g hidroy J 0 L AT oot oy 0

3.3.3 El método de Hartree.

EJEmMmPLO 1.

Para la funcién de onda aproximada del estado basal del helio

|PH) = [150t1s3) con orbitales hidrogenoides, el valor promedio de la
energia es

<‘1]HA|H|\IJH> A:.<¢lsawlsﬁ|H|wlsa¢lsﬁ>
= (u100u100[AF " 4 AY 4 % /12| ur00uro0) (al) (8] B)
2ehidro 4 Jig 15

Actividad 1.
Indique si la funcién de onda del ejemplo 1 es antisimétrica frente a la
permutacion de particulas.

Tarea 1.

3 aS

Verifique que las funciones ¢ (7) = & -ar y ¢o(F) = 3—(17*6*‘”
v T

estan normalizadas.

Actividad 2.
Calcule el braket (¢;|¢2) con las funciones de la tarea 1. Identifique si
las funciones son ortogonales.

Actividad 3.
A partir de la ec. (12.81), calcule el ket |y2) utilizando la informacion de
la tarea 1. Grafique los kets |¢1), |¢2) v |x2), con a = 1.

Tarea 2.

Para el ket |y2) de la actividad 3 obtenga sus raices. Verifique que los
puntos criticos de la probabilidad radial son r., = 0,1/(2a), 3/(2a), 3/a.
Identifique la posicién de la maxima probabilidad radial.
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e Respuestas.

— Actividad 1. No tiene simetria.
— Actividad 2. v/3/2.

— Actividad 3. [2|¢a) — V/3|¢1)].
— Tarea 2. 3/(2a), 3/a

3.3.4 Un calculo atémico del helio.

¢ EJEMPLO 1. . A .
Al aplicar el operador S, = 51 3 + S2,3 sobre el determinante de Slater

1
|D) = ﬁ|¢1a¢26 — p28¢1r), este operador sblo actiia sobre las

funciones de espin.

Sz|11)> = %52@10@25 — p28¢100)
N [S.1610628) = S.l626610)|

7= [16102)8.108) — [6201)8.150)|
7 [|¢1¢2>( 1,3+ Sa3)aB) — |d2¢1) (S1.3 + 5”2,3)|6a>}

= 7 [[¢102) (57 — h)|aB) — |p26h1)(5h — h)|Ba)]
— 0= 0h|D).

g

Entonces | D) es ket propio del operador S, con valor propio 0k y le
corresponde el valor propio Mg = 0.

e Tarea 1.
Repita el procedimiento del ejemplo 1 con los kets

|F) = \/}I%aqbza — paa010v),
|G) = ﬁ\ﬁblﬁqbzﬁ — $280113).

e Actividad 1.
Aplique el operador del espin total,

S2 =82 482428, 55,5+ S S + 5185,

a los kets:
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1
|D1> = 72|wlso¢wlsﬁ - Qplsﬁwlsa%

\%E|wlsa¢2sﬁ - w255¢15a>a
|D3> = ﬁ|¢lsl3w2sa - ¢2$0ﬂ/’1$[3>a

|Wa) = [D2) — |Ds),
|V3) = |D3) + |Ds).

|Dg) =

Identifique si son kets propios del operador del espin total y, en el caso
afirmativos, indique cudl es el valor propio y el nimero cuantico S.

e EJEMPLO 2.
El braket (D;|H|D,), con las funciones de la actividad 1 y con orbitales
hidrogenoides, se evalia de la misma forma que los ejemplos de las
secciones previas.

(DUID:) = 3 (1s0105 — V1eavrual Hlirsatzes — bssbica)
= 5 (V1sa¥rsp HIY1sathasp) — 5 (V1sa¥rssl H2ss¥150)
,%<¢155¢15a|ﬁ|¢15a¢%ﬁ> + %<¢1sﬁwlsa|ﬁ|w255wlsa>

= %<u100u100\lﬁIIU1oou200><aﬁ|aﬁ>

—%(u100u100|f{|u200U100> (aB|Ba)
—%<’U,100u100|f{|u100U200> (BalaB)
+%(u100u100|ﬁ|u2001¢100> (Ba|Ba)

= %(U1oouloo\ﬁ|uloou200> + %<UIOOU100|I:I|U200U100>

~ A q
= (w100100|H |u100U200) = (w100U100| Hp1 + " [w100u200)
1

2 q
= <U100U100|HPI\U100U200> + <U100U100|E|U100U200>
2
= (ghidro 4 ghidroy (41 60100 |u100U200) + <U100U100|%|U100U200>
12
_ hidro hidro qu
= (13" + £5:°) (u100|u100) (W100|U200) + <U100u100|r |u100U200)
2 12
= (u100%100| — |U100%200)-
r12

La evaluacién de esta integral bielelectrénica se describe en el libro de
texto.

e Tarea 2.
Evaltie los brakets (D;|H|Ds) y (Dy|H|Ds), con las funciones de la
actividad 1 y con orbitales hidrogenoides. Siga el procedimiento del
ejemplo 2.

e Actividad 2.

Para el ket |D) = (a3 — dafBd1a), calcule el braket (D|H|D) .

1
EW
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e Actividad 3.
Use el resultado de la actividad 2 para calcular los brakets (Dy|H|Dy),
con k =1,2,3, en donde los determinantes de Slater son los mismos de la
actividad 1. Recuerde que las funciones monoelectréonicas son orbitales
hidrogenoides.

e Tarea 3.
Con los brakets calculados en la actividades y tareas previas, construya
la matriz H de dimensiones 3 x 3, cuyos elementos son los brakets
Hij = (D;|H|Dy), con j, k =1,2,3.

e Respuestas.

— Tarea 1. Mg =1, Mg = —1.

— Actividad 1. S = 0, no es ket propio, no es ket propio, S =0, S = 1.
¢ q

Tarea 2. —<u100u100|—|u100u200), —<u100u200|—|u200u100>.
T12 12

— Actividad 2. (¢1]|hM90|G1) 4 (o] ANV ho) + Ty, 4,

— Actividad 3. 25}1‘;‘“0 + Jis,1s5 Elfédm + Egédro + Jis,2s)
5}11;dr0 + €I21;dro + Jls,QS-

— Tarea 3.

Hyy Hyp Hiz

Hyy Hiyy Has

H3y H3zp Hsz

_ o hid
Hyp = 267570 + J1s,2s,
72
Hy; = Hy =—Hj3=—H3 = <U100U100|T|U100U200>,

12

Hyy = Haz = i + 51" + 1o o,
Ha3 = H3p = — K 25.

3.3.5 El método de Hartree y Fock.

e Actividad 1.
Calcule el valor promedio de la energia de un atomo con dos electrones

1
usando la funciéon de onda antisimétrica |D) = —2|w15aw155 — V158150

con orbitales hidrogenoides. Compare el resultado obtenido con la
energia del método de Hartree de la seccion 3.3.3. Identifique la
diferencia entre las funciones de onda de ambos métodos.

e Tarea 1.
Repita el procedimiento de la actividad 1 con los kets antisimétricos

|D2> = %hﬂlsoﬂb&sﬁ - w25ﬂw15a>; |D3> = %‘wls[ﬂ/@sa - wQSawlsﬁ>-

Utilice orbitales hidrogenoides.
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e Tarea 2.
Construya un determinante de Slater con los orbitales hidrogenoides
{¥15a, V158, Y2sa }- Calcule el valor promedio de la energia con dicha
funcién de onda.

e Respuestas.

— Actividad 1. 2ehidro 4 7,
— Tarea 1. ghidro 4 ghidro 4 7, o, ghidro 4 chidro 17, ..

— Tarea 2. 26}11;dr0 + 8121;dr0 + Jls,ls + 2(]15725 — Kls,25~
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4 La estructura molecular.

4.1 La aproximaciéon de Born y Oppenheimer.

Actividad 1.
Una aproximacion para la superficie de energia potencial de una
molécula diatémica es el potencial de Morse,

VM(r) = D (1 — e~ot=r0)?,

Obtenga el valor limite de la funcién cuando r — oo, la posicién del
minimo, el valor de la funcion en el minimo y la segunda derivada en el
minimo.

Actividad 2.
Verifique que la funcién

A
Y(F) = —exp [—br — ce™ 7],
r
con las constantes
b=(\—3)a, c=Are0,  (Aah)? =2Dp,

A —h2
es funcion propia del operador hamiltoniano H = —TVQ + VM(r).
1

Identifique el valor propio.

Tarea 1.
La energia electronica approximada del ion molecular Hy , en el estado
basal, es

Hyy + Hyp

EBO —
el 1+ 512

)

en donde

1 1 1
Hyj=———= 14— )e 2R
A A ( * R) <
S
H12 = 7% — (1 -+ R)e*R,
Si2=(1+R+ %RQ)e_R7
vy R es la separacion entre los nucleos.

(A) Grafique a la energia electronica como una funcion de R e
identifique en la grafica si hay méximos o minimos.
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(B) Obtenga una expresion para la repulsion entre los dos nucleos como
una funcion de R, Vi (R). Grafique a esta funcion junto con la
anterior y analice la existencia de médximos o minimos.

(C) Calcule la superficie de energia potencial, V29 (R). Incluya su
grafica junto con las anteriores y revise la presencia de maximos o
minimos.

Respuestas.

— Actividad 1. D, rg, 0, 2Do?.
— Actividad 2. D(X — §)/A\2.

— Tarea 1. no tiene, no tiene, tiene un minimo.

4.2 El método de Hartree y Fock molecular.

Actividad 1.
Para el ion Hy, resuelva la ecuacion (13.66) del texto para la energia ¢ y
verifique que se obtiene los resultados de la ecuacion (13.67).

Actividad 2.

Obtenga el coeficiente de normalizacion de los orbitales de la ecuacion
(13.73) del texto. Recuerde que las dos funciones 1s estan normalizadas,
pero no son ortogonales (¢¢,|¢4,) = Sia > 0.

Actividad 3.

Utilice la ecuacion (13.59) del libro de texto, junto con la definicion de la
integrales mono- y bielectrénicas para demostrar la validez de las
ecuaciones (13.60).

Respuestas.

— Actividad 2. (2 + 2515)"1/2, (2 — 25,5)"V/2.

4.3 El método de Hiickel.

EJEMPLO 1.

Para el 1,3-butadieno, los 4&tomos de la cadena de carbonos se numeran,
por ejemplo, de izquierda a derecha, C; — C3 — C3 — C4. Entonces, las
conectividades son C; — Cy, Co — C3 y C3 — Cy4. Por lo tanto, la matriz
de Hiickel tiene la forma

z 1 0 O
~ 1 2 1 0
M = 01 =z 1
0 0 1 =z

Los valores de x son las raices del determinante de la matriz M,
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0=detM=x4—3x2+1,
V5 +1 V-1 V-1 V5 +1

n=r—g T Ty T Ty T T

El diagrama de la energia de los orbitales moleculares de esta molécula
esta incluido en la Figura 7.

2y —— — &y
o ——

&3 Av 52'—{[’ \/Lgs
"y ‘L”év

Ey

423~ buta diewo cidlo bz dreurs
Figure 7: La energia de los orbitales moleculares de algunas moléculas.

Para cada valor de z, los coeficientes del orbital molecular con energia
g; = a + |B|z; provienen de la solucion del sistema de ecuaciones
homogéneo MC = 0, en donde los coeficientes son los elementos del
vector C' = (c1,c2,C3,C4).

xc1 +c =0 Ccy = —xC1
c1+xeat+ez3=0 c3=(2%2—1)c

2?2 -1
cotzecs+cs =0 cqg=—

C1
T

El valor de c; se obtiene al normalizar al vector C_", c-C=1. Asi, los
coeficientes y las energias de los orbitales moleculares son:

6_5—\/5 1\/54-1 \/5+11 s_a_|/8|\/5+1
DT o g te 2
. 5+ VvE-1 Vv5-1 | V5—1
C’2— 20 ]-7 2 y 2 7_1 52—0[—|ﬂ| 9
. 545 VB—1 VB5-1 | V-1
03 20 ) 2 5 2 ) €3 (X—f—ﬁ‘ 9
. 5-+5 541 541 5+1
C4: 20f 17_f2 7f2 7_1 54:a+|ﬁ|f2

Una representacion grafica de los orbitales moleculares del butadieno
esta en Figura 8.

La energfa de esta molécula dentro del modelo de Hiickel se obtiene
mediante la suma de la energia de cada electréon 7. El butadieno tiene
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dos enlaces dobles y 4 electrones . En el estado basal, los dos orbitales
de menor energia se encuentran ocupados completamente . Asi,

EHﬁckel(C4H6) =2e1 + 2e9 = 4o — 2\/g|ﬂ|

Figure 8: Los orbitales moleculares del 1,3-butadieno.

e Actividad 1.
Repita el procedimiento del ejemplo 1 para el etileno.

e Actividad 2.
Repita el procedimiento del ejemplo 1 para el ciclobutadieno.

e Tarea 1.
Repita el procedimiento del ejemplo 1 para el benceno.

Tarea 2.

Un definicién posible de la energia de resonancia consiste en tomar la
energia de un sistema con IV enlaces dobles conjugados y restarle NV
veces la energia del etileno, que solo tiene un enlace doble. A este
nimero se le cambia el signo para obtener un ntimero positivo. Entonces,
la energfa de resonancia de la molécula X es

EHuckel(x) — _[EHﬁckel(X) _ NxEHﬁCkel(CQH4)]~

reson

Utilice los resultados de las actividades previas para obtener una
aproximacion de la energia de resonancia del 1,3-butadieno,
ciclobutadieno y del benceno.

¢ Respuestas.
— Actividad 1. EHikel(CoH,) = 20 — 2|3).
— Actividad 2. EWickel(C,H,) = 4a — 4/8].
— Tarea 1. EHickel(CeHg) = 6a — 8)4|.
— Tarea 2. 2(+v/5 — 2)|],0,2|].
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4.4 La superficie de energia potencial de las moléculas
poliatémicas.
e Actividad 1.
La superficie de energia potencial de la reaccion A + BC — AB + C se
representa por la funcion V (ry,m2) = (rf — 8% +40)(r2 + 1), en donde 74
es la distancia de A a B y 72 la de B a C. Obtenga los puntos criticos de
la funcion, a través del gradiente de la superficie.

e Actividad 2.
Identifique si los puntos criticos de la superficie de la actividad 1
representan maximos, minimos o puntos de silla, mediante los valores
propios de la matriz de las segundas derivadas.

e Respuestas.

— Actividad 1. (2,0),(0,0),(—2,0).

— Actividad 2. minimo, punto de silla, minimo.
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