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1. Transformadas integrales

Transformada de Fourier

La transformada de Fourier de la función f(t) está definida como

( )[ ] ( ) ( )∫
∞

∞−

−≡= dtetff
~

tf tiω

π
ω

2

1
F ,

mientras que la transformada inversa está dada por

( ) ( )[ ] ( )∫
∞

∞−

≡= ωω
π

ω ω def
~

f
~

tf ti-

2

11F .

1. Sea ( ) ( )2
2

1
oxx

Aexf
−−

= ,

a) Determine A por la condición de normalización, ( )f x dx
2

1
−∞

∞

∫ = .

b) Calcule ( )ωf
~

.

c) Determine ∫
+∞

∞−

ωω d)(f
~ 2

 .

d) Considerando que ∫
+∞

∞−

= dx)x(fxx nn 2
, calcule 

22 xxx −=∆ ,

22 ωωω∆ −=  y ω∆∆x .

2. Demuestre las siguientes igualdades:

a) ( ) ( ) ( )afdtattf ′′=−′′∫
+∞

∞−

δ .

b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )afdtattf nnn 1−=−∫ δ .

3. Para la función discontinua

( )








>
≤≤−

−<
≡

Ωω
ΩωΩ

Ωω
ωΩ

0

1

0

g~

obtenga ( )tgΩ .
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4. La convolución de dos funciones se define como

[ ]( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

−≡∗ dxxzgxfzgf .

Demuestre que la convolución es conmutativa, fggf ∗=∗ .

5. Demuestre que ( ) ( )[ ] g~*f
~

tgtf
π2
1=F .

6. Obtenga la transformada de Fourier de la función ( ) t
etf

−= . A partir de la

transformada inversa demuestre que

2

0

cos

2 1

t t
e d

π ω ω
ω

+∞
− =

+∫ .

7. Para la ecuación diferencial

( ) ( ) ( )xfxK
dx

xd =− φφ 2

2

2

,

demuestre que la solución puede escribirse como

( )
dk

Kk

kf
~

e ikx

∫
+∞

∞−
+

−=
222

1

π
φ .

8. La correlación entre dos funciones se define como

[ ]( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

∗ +≡⊗ dxzxgxfzgf .

Demuestre que [ ]( ) [ ] ( )zfgzgf
* −⊗=⊗ .

9. Demuestre que [ ] [ ] )(g~)(f
~

gf)(c~
* ωωπω 2=⊗= F .

10. Demuestre que [ ] g~f
~

gf * ⊗=
π2
1

F .

11. Considere una función de R a R
2
, con simetría polar, ( ) ( )ρΦ=rf . Muestre que la

transformada de Fourier puede escribirse de la forma ( ) ( ) ( )0

0

f J dω ρ ωρ ρ ρ
∞

= Φ∫
�� , en

donde ( ) ( )J x x d0
0

1= ∫π
θ θ

π
cos sin .
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Transformada de Laplace

La transformada de Laplace de la función f(t) se define como

( )[ ] ( ) ( )∫
∞

−≡=
0

dtetfsftf stL .

12. Demuestre que

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 11 20 0 0

n
n nn n n

n

d f t
s f s s f s f sf f

dt

− −− − 
′= − − − − − 

 
�L .

13. Si la convolución se define como [ ]( ) ( ) ( )∫ −≡∗
t

duutguftgf

0

. Demuestre que

[ ] ( ) ( )sgsfg*f =L .

14. a) Sea ∫
∞

−=
0

2
dxexI xn

n , integre por partes para demostrar que 2
2

1
−

−= nn I
n

I .

b) Con el cambio de variable u
2
=st, muestre que: 

2
1

3
2

1

2

1







=





s
t

π
L  y

2
1

2
1








=



 −

s
t

π
L

15. Considere la ecuación diferencial ( )xfy
dx

yd =−
4

4

, con las condiciones iniciales

( ) ( ) ( ) ( ) 00000 =′′′=′′=′= yyyy . Demuestre que

a) ( ) ( ) du
s

e
ufsy

su

14

0
−

=
−∞

∫ ,

b) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1
sinh sin

2

x

y x f u x u x u du= − − −  ∫ .

15. Demuestre que ( ) ( )df s
tf t

ds
= −  L
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2. Ecuaciones diferenciales ordinarias

Ecuaciones diferenciales lineales

1 Demuestre que si dos funciones son linealmente dependientes, entonces deben ser

proporcionales. Utilice únicamente el Wronskiano.

2. Utilice la transformada de Laplace para resolver la ecuación diferencial
xeyyy =+′−′′ 2 , con las condiciones iniciales ( ) ( ) 0000 =′= y,y .

3. Resuelva el sistema de ecuaciones diferenciales

2 sin

2 5cos

dx
y t

dt

dy
x t

dt

− = −

+ =
   ,

( )
( )
0 3

0 2

x

y

=

=
.

4. Sean βα +≡ xe t  y 
dt

d
D ≡ . Demuestre que )D)(D(D

xdx

d
21

3

3

3

−−








+
=

βα
α

.

5. Con βα +≡ xe t  y 
dt

d
D ≡ , muestre que la ecuación diferencial de tipo Legendre

 ( ) ( ) ( ) ( )xfxya
dx

dy
ax

dx

yd
ax

n

n

n
n =+++++ 01βαβα �

 se reduce a una ecuación diferencial lineal con coeficientes constantes,

 ( ) ( )( ) 








 −=+++−−−
α

βαα
t

n
n

e
fyaDyaynDDDa 0111 �� ,

 en donde a0, a1,..., an son constantes.

6. Transforme la ecuación diferencial ( ) ( )
2

2

2
1 3 1 0

d y dy
x x y

dx dx
+ + + + = , en una ecuación

de coeficientes constantes y obtenga su solución.

7. Reduzca y resuelva la ecuación diferencial exacta ( )2 3 2 22 6 12x y x x y x y x′′ ′+ + + = .

8. Considere la ecuación diferencial y y x′′ − =  y sea ( )u x  una solución de la ecuación

complementaria. Reduzca la ecuación diferencial a una de primer grado, mediante el

cambio de variable y uv= , y obtenga la solución general.
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9. Para la ecuación diferencial no homogénea �Ly f= , escriba a la solución particular en

la forma siguiente

( ) ( ) ( ) ( ) ∑
=

=++=
n

m

mmnnp ykxyxk...xyxky

1

11 ,

en donde las funciones ym son las soluciones linealmente independientes de la ecuación

complementaria, �Lym = 0 . Demuestre que al aplicar el operador diferencial lineal

( )�L a x Dl

l

l

n

=
=
∑

0

, sobre la solución particular se obtiene

( ) ( )( )

( )( )

1

1 1 2 1 1

1

1 2 1 1

ˆ ˆ
n n n l n

l j l j

p m m m m l j m m

m m l j m

n n l n
l j l j

m m l j m m

m l j m

Ly k Ly a k y a C D k D y

a k y a C D k D y

−

= = = = =

−

= = = =

′= + +

′= +

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
.

Ayuda: recuerde que 
( ) ( ) ( )( )

0

i
i i k i k

k

k

D uv C D u D v−

=

=∑ , con 
( )
!

! !

i

k

i
C

k i k
=

−
.

10. Demuestre que ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

11

1 1

l q l q
l q ql q j l j l q j l j

j m m j m m m m

j j

C D k D y C D k D y D k y
− − −

− −− − − − −

= =

′= −∑ ∑ ,

y que del problema anterior se tiene

( )( )
1

1 1

1

1 2 1 1 1

ˆ
n n n l n

l l j l j

p m m l m m j m m

m l m j m

Ly a k y a D k y C D k D y
−

− − −

= = = = =

 
′ ′= + + 

 
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ .

Por lo tanto

( )( )

( )( )

1
1 1

2

1 1 1 3 1 1

1 2

3

1 1 2 1 1

2
2

4 1 1

ˆ
n n n n l n

l l j l j

p l m m m m l j m m

l m m l j m

n n n n n
l l

l m m l m m m m

l m l m m

n l n
l j l j

l j m m

l j m

Ly a D k y a k y a C D k D y

a D k y a D k y a k y

a C D k D y

−
− − −

= = = = = =

− −

= = = = =

−
− −

= = =

′ ′ ′= + +

′ ′ ′ ′ ′′= + +

+

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

.

11. Utilice el método de variación de parámetros para resolver la ecuación diferencial

xxeyyy 22 =+′−′′ .
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Función de Green

12. Resuelva la ecuación diferencial sin 2y y x′′ + = , con las condiciones de frontera

( ) ( ) 020 == /yy π , por el método de la función de Green.

13. Para 0tt ≥ , se tiene la ecuación diferencial 
( ) ( ) ( )tf

dt

tdx

dt

txd =+ α
2

2

, con las

condiciones iniciales ( ) ( ) 000 =′= txtx .

a) Determine la función de Green, ( )t,tG ′

b) Obtenga la solución de la ecuación diferencial cuando ( ) atAetf −=

Otros métodos

14. Con el cambio de variable y = uv, reduzca la ecuación diferencial de segundo orden

( ) ( ) ( )1 oy b x y b x y f x′′ ′+ + =  a su forma canónica, ( ) ( )v g x v h x′′ + = . Obtenga la

forma explícita de las funciones u, g y h.

15. Resuelva la ecuación diferencial de segundo orden 
5

2 2x y xy x′′ ′+ =  reduciéndola a su

forma canónica.

16. Para el cambio de variable ( )
dx

dy
yp = , demuestre que 














+








=

2

22

3

3

dy

pd
p

dy

dp
p

dx

yd
.

17. Escriba la ecuación diferencial ( )22 2( 3 ) 2 sinyy y y y y x′′′ ′ ′′ ′+ + + =  como una ecuación

exacta y muestre que su solución está dada por

( )2

1 2 3

1
cos sin

2

xy x x C e C x C−= − + + + .
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3. Soluciones en series

Puntos ordinarios y singulares

1. Partiendo de la ecuación de segundo orden ( ) ( ) 0=+′+′′ yxqyxpy , muestre que el

cambio de variable 
x

w
1=  transforma la ecuación diferencial en

 ( )[ ] ( ) 02 1123

2

2
4 =+−+ −− ywq

dw

dy
wpww

dw

yd
w

 Para la ecuación de Legendre, indique que tipo de punto es w=0.

2. Obtenga los puntos singulares regulares y esenciales de las ecuaciones siguientes

a) Chebyshev: ( ) 01 22 =+′−′′− ynyxyx ,

b) Bessel: ( ) 0222 =−+′+′′ yxyxyx ν ,

c) Laguerre: ( ) 01 =+′−+′′ yyxyx α ,

d) Hermite: 022 =+′−′′ yyxy α ,

e) Movimiento armónico simple: 02 =+′′ ywy .

3. Si ( ) n

n

n xaxy ∑
∞

=

=
0

, muestre que:

a) ( )( ) ( )
0

1 1 k

k

k

D y a k k k xα
α α α

∞

+
=

= + + − +∑ � ,

b) k

k

k

x y a xβ
β

β

∞

−
=

=∑ ,

c) ( )( ) ( )1 1 k

k

k

x D y a k k k xβ α
α β

β
α β α β β

∞

+ −
=

= + − + − − − +∑ � .

4. Para la ecuación diferencial 
( )

0
1

2
2

=
−

−′′ y
x

y ,

a) Muestre que la solución en series satisface

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 3 2 1 2 1

2

0 2 2 3 2 1 2 2 2 n

n n n

n

a a x a a a n n a na n a x
∞

+ +
=

= − + − − + + + − + −  ∑

b) Para 10 =a  y 01 =a , calcule na,,a,,a …… 62  y obtenga 2 2
1 3

3

1 n

n

y x x
∞

=

= + + ∑ .

c) Para 00 =a  y 11 =a , calcule na,,a,,a …… 62  y obtenga 1
2 3

3

n

n

y x x
∞

=

= + ∑ .
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5. Resuelva la ecuación tipo Legendre ( ) 021
2 =−′′− yyx  e identifique sus soluciones

con las del problema 4.

Método de Frobenius

6. Para la serie de Frobenius, calcule

a) yDα ,

b) yx β ,

c) yDx αβ .

7. Demuestre que los coeficientes de las soluciones en series de la ecuación diferencial

024 =+′+′′ yyyx , tienen la forma siguiente:

a) y1: 
( )
( )!n

a
a

n

n
12

1 0

+
−

= ,

b) y2: 
( )

( )!n

b
b

n

n
2

1 0−
= .

8. Transforme la ecuación diferencial 024 =+′+′′ yyyx , haciendo el cambio de

variable: xu = . Verifique que las soluciones coinciden con las del problema 7.

9. Sea la ecuación diferencial ( ) 0124 =−′−+′′ yyxyx .

a) Resuelva por el método de Frobenius, alrededor de x0=0 y obtenga las dos

soluciones linealmente independientes.

b) Muestre que 2
x

e  es solución de la ecuación diferencial e identifique esta

solución los resultados del inciso a.

10. Obtenga la solución de la ecuación diferencial ( ) 031 =+′+′′− yyxyxx  en forma de

serie de Frobenius, alrededor del punto x0=0. Demuestre que, para s=1, los coeficientes

de la serie satisfacen ( )10 += naan , mientras que para la otra raíz se tiene una

inconsistencia.

11. Resuelva la ecuación ( ) 01
2

32 =++′−′′ yxyxyx  por el método de Frobenius,

alrededor de x0=0. Obtenga las dos soluciones.
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Métodos para obtener la segunda solución

12. Para la ecuación diferencial 02 =+′−′′ xyyyx :

a) Obtenga las dos soluciones en series por el método de Frobenius.

b) Demuestre que ( )1 3 sin cosf x x x= −  es solución de la ecuación diferencial.

c) Obtenga la segunda solución con el método del wronskiano.

Ayuda: Para la integración del inciso c, escriba: 2 sin
sin

x
x x x

x
=  e integre por

partes. ( )( )2 cos sinf x x x x= +

13. Sea la ecuación 022 =−′−′′ yyxy

a) Resuelva por el método de Frobenius alrededor de x=0.

b) Demuestre que 
2xe  es solución.

c) Utilice el método de la segunda solución para demostrar que

( )
( )∑∫

∞

=

+
−

+
=

0

12
2

0

2

122

2

n

n
x

x

x

!n

x!n
edxe

14. Para la ecuación 022 =+′+′′ yxyxyx ,

a) Encuentre y1 por el método de Frobenius.

b) Obtenga la segunda solución utilizando el método de la derivada.

15. Transforme la ecuación diferencial 0
32

2

=+
z

y

dz

yd
 con el cambio de variable

z
x

1= . Encuentre sus soluciones en series, alrededor de x=0.

Soluciones polinomiales

16. Sea la ecuación diferencial 02 =+′−′′ yyxy λ ,

a) Demuestre que se obtiene la siguiente relación de recurrencia

( )( ) nn a
nn

n
a

21

2
2 ++

−=+
λ

, y obtenga las dos soluciones linealmente

independientes.

b) Encuentre la solución polinomial para 4=λ  y 6=λ .

17. De la ecuación diferencial de Legendre, ( ) ( ) 0121 2 =++′−′′− yllyxyx , muestre que

( )( )
( )( ) nn a

nn

lnln
a

12

1
2 ++

−++=+  y obtenga las dos soluciones en series.
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18. Demuestre que los primeros polinomios de Legendre son

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxxP,xxP,xxP,xPo 35
2

1
13

2

1
1 3

3
2

21 −=−===

19. De la ecuación de Legendre ( ) ( ) 0121 2 =++′−′′− yllyxyx ,

a) Muestre que el wronskiano está dado por 
21

1

x
W

−
=

b) A partir de las soluciones polinomiales P0 y P1 obtenga 
x

x
lnQ

−
+=

1

1

2

1
0  y

1
1

1

2

1
1 −

−
+=

x

x
lnxQ  , utilizando el método de la segunda solución.

20. Evalúe ( )[ ] [ ]lxuDuxD ll 2y1 121 ++ ′− .

a) Utilice los resultados anteriores para demostrar que

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0121 2 =++−−

′″ lll ullxuux .

b) Partiendo de la fórmula de Rodrigues ( ) ll

l

l

l

Pcx
dx

d =− 12 , demuestre que

( ) ( )[ ] l
x

lll cxxD =−+
=1

11 , y que l
l !lc 2= .

c) Demuestre que la integrales ( )∫
−

−≡
1

1

21 dxxk
l

l  satisfacen la relación de

recurrencia ( )12 2 1l lk lk l−= − + . Resuelva la relación para kl.

21. La ecuación ( ) ∑∑∑∑
∞

=

++
∞

=

+
∞

=

∞

=

=′+′−+′
0

12

0

1

00

2

n

n
n

n

n

n
n

n

n
n

n

n hPhPhPxhP  se obtiene

derivando la función generadora de los polinomios de Legendre con respecto a x.

a) Utilice la suma anterior para demostrar las ecuaciones siguientes

2para220 121010 ≥=′+′−′=′−′=′ −−− n,PPPxP,PPxP,P nnnno .

b) Derive la función generadora con respecto a h, y demuestre que

( ) 3Gxh
h

G −−=
∂
∂

 ,  ( ) n

n

n
n

n

n hnPhPxh ∑∑
∞

=

∞

=

=′−−
10

.

c) Utilice los resultados anteriores para mostrar que

( )1
0

1

0

≥=′−′
=′

− nnPPPx

Px

nnn
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22. a) Utilizando los resultados del problema 21, demuestre que

( ) ( )







≥=++−+
=+−

=−
⇒

∂
∂

−+ 20121

032

0

11

012

01

n,nPxPnPn

PxPP

xPP

h

G

nnn

.

b) Muestre que ( )21
0 1 0 2 02

, , 3 1P cte P xP P x P= = = −  y obtenga P3, P4, P5.

23. Considere el siguiente arreglo de cargas puntuales, 2q en el origen, -q en (0, 0, a) y -q

en (0, 0, -a). Use la función generadora para mostrar que el potencial electrostático,

para ar > , está dado por

( ) ( ) ( )
2

2

1

2
cos

4

m

m

mo

q a
r P

r r
θ

πε

∞

=

 Φ =  
 

∑
�

24. De la ecuación diferencial de Chebyshev, ( ) 01 22 =+′−′′− ymyxyx ,

a) Obtenga la ecuación indicial ( )10,s =  y las soluciones para la relación de

recurrencia.

b) Obtenga las soluciones polinomiales y las soluciones en series .

25. Los polinomios de Hermite, Hn, pueden definirse a partir de su función generadora,

( ) ( ) n
n

n

hxh hxH
!n

eh,xG ∑
∞

=

− =≡
0

22 1
.

a) Demuestre que 022
2

2

=
∂
∂+

∂
∂−

∂
∂

h

G
h

x

G
x

x

G
 y que, por tanto, Hn satisface

022 =+′−′′
nnn nHHxH .

b) Calcule 
x

G

∂
∂

 y muestre que 12 −=′
nn nHH .

c) Muestre que 022 11 =+− −+ nnn nHxHH , utilizando 
h

G

∂
∂

.

d) Desarrolle a G en series de Taylor, alrededor de h = 0 y demuestre que

( ) ( )
n

xn
xn

n
dx

ed
exH

2
2

1
−

−= .
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Funciones de Bessel

26. Considere la ecuación de Bessel, ( ) 0222 =−+′+′′ yxyxyx ν , en donde 0≥ν  y x0=0

es un punto singular.

a) Use el método de Frobenius y muestre que se obtienen las siguientes relaciones

 

( )
( )( )
( )( ) 0

011

0

2

1

22
0

=+−+++
=−+++

=−

−nn ansnsa

ssa

sa

νν
νν

ν
.

b) Obtenga y1 y y2 para el caso en que ν no es un entero y muestre que

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

2

1

0

2

2

0

11

2 1 ! 1 2

11

2 1 ! 1 2

n n

n

n n

n

x
J y x

n n

x
J y x

n n

ν

ν ν

ν

ν ν

ν ν

ν ν

+∞

=

−∞

− −
=

−  = =  Γ + Γ + +  

−  = =  Γ − Γ − +  

∑

∑

.

27. A partir de ( ) ∫
∞

−−≡
0

1 dtetx txΓ ,

a) Integre por partes para mostrar que ( ) ( ) ( )11 −−= xxx ΓΓ .

b) Demuestre que πΓ 2
2

1 −=






− .

28. Demuestre que

a) ( ) xsen
x

xJ
π
2

2
1 = ,

b) ( ) xcos
x

xJ
π
2

2
1 =− .

29. Demuestre que

a) ( )[ ] ( )xJxxJx
dx

d
1−= ν

ν
ν

ν ,

b) ( )[ ] ( )xJxxJx
dx

d
1+

−− −= ν
ν

ν
ν ,

c) 1∓ννν ν xJJJx ±=±′  (utilice los resultados anteriores).
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30. Con las funciones 
2

1J  y 
2

1−J , calcule

a)
2

3
2

3 −J,J ,

b)
2

3
2

1 Y,Y .

31. Demuestre que

a) ( )[ ] ( )xFGGFFGx
dx

d 22 µλ −=′−′ , en donde ( ) ( )xJxF µν=  y

( ) ( )xJxG λν= .

b) ( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ }[ ]∫ −′+=
b

a

b

a

v uJuJuuuJdxxxJ

µ

µ
ννν ν

µ
µ 222

2

2

2

1
.

32. Una funcion f(x), definida en el intervalo [0, b], puede desarrollarse en la forma

( ) ( )∑
∞

=

=
0n

nn xJCxf λν , en donde las constantes λn satisfacen la condición

( ) 0=bJ nλν . Demuestre que ( ) ( )∫=
b

n

n

n dxxfxxJC

0

1 λ
α ν , con

( ){ } ( ){ }212
12

2
1 bbJbJb nnn λλα νν ±=′= .

33. Utilice la función generadora, ( ) ( ) ( )1 1
2

, exp n

nh

n

G x h x h J x h
∞

=−∞

 = − =  ∑ , para mostrar

que ( ) 012 21 =+−− −− nnn xJJnxJ  y 02 21 =−′+ −− nnn JJJ .

34. Sea ( ) [ ]
0

1
cos sinnI x x n d

π

θ θ θ
π

= −∫ .

a) Demuestre que ( ) ( )[ ]sin , cos sinix i

n

n

e G x e J x nx i nxθ θ
∞

=−∞

= = +∑ .

b) Encuentre expresiones para ( )cos sinx θ  y ( )sin sinx θ .

c) Demuestre que ( ) ( )xJxI nn = .
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4. Métodos de funciones propias

1. Sean ( ) 1=xρ  y i
i xy = , …,,,i 210=

a) Calcule los primeros cinco polinomios ortonormales, en el intervalo [-1,1],

43210 ϕϕϕϕϕ ,,,, .

b) Muestre que los polinomios { }iϕ  son proporcionales a los polinomios de

Legendre.

2. Transforme a la forma de Sturm-Liouville las ecuaciones de Bessel y de Laguerre.

Establezca la propiedad de ortogonalidad de las soluciones.

3. De la ecuación hipergeométrica ( ) ( )[ ] 012 =+′−+++′′− yyxyxx αβγβα
a) ¿Qué valores deben tomar α, β y γ  para que la ecuación sea una ecuación de

Sturm-Liouville?

b) Si α, β y γ  no cumplen las condiciones anteriores, transfórmela a una ecuación

de Sturm-Liouville.

4. Muestre que:

a) ( ) ( ) ( )
( )

( )0
12

2
1

1

1

0

12 ≥
+

−= ++∫ n
!n!n

!n
dxxP

n

n
n

b) ( ) ( )00

1

0

2 >=∫ ndxxP n

c) ( )∫ =
1

0

0 1dxxP

Sugerencia: Utilice ( )∫
1

0

dxh,xG

5. a) Demuestre que la función ( ) ( )cos arccosnT x n x=  es la solución de la ecuación 

de Chebyshev.

b) Utilice exponenciales imaginarias y el desarrollo binomial para demostrar que:

( ) ( ) ( )
( )∑

=

−

−
−−=

n

pares
k

k
knk

n
!kn!k

xx!n
xT

0

222 11
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6. A partir del desarrollo en funciones propias de la función de Green, demuestre que

( ) ( ) ( ) ( )zxxxyzy m

m

*
m −=∑

∞

=

δρ
0

7. Para el problema ( )y y f x′′ + = , con ( ) ( ) 000 == πy,y , obtenga la función de Green

y la solución para ( ) sin 2f x x= .

8. a) Obtenga la solución de ( ) ( )xfbyyxyx =+′−′′− 21 2 , en el intervalo [-1,1], 

como una combinación de los polinomios de Legendre.

b) Si b=14 y ( ) 35xxf =  demuestre que 31
4

1
PPy += .

9. Para la ecuación de Poisson, ( )r
�ρ

ε
φ

0

2 1−=∇ , exprese la solución en términos de la

función de Green y demuestre que ( )rr
rr

��
�� ′−−=
′−

∇ πδ4
12 .

Nota: Identifique la función de Green directamente de su ecuación diferencial.
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5. Ecuaciones integrales

1. Resuelva las siguientes ecuaciones integrales:

a) ( )∫
∞

−

+
=

0

22 sa

a
dtetf st

b) ( ) ( )
2

2

0

cos
u

uv y v dv e

∞ −

=∫ , para x>0.

Nota: Dado que y no está definida en x<0, suponga que y(x) es una función par y

exprese la ecuación integral como una transformada de Fourier.

2. Si K(x,z) es el kernel integral del operador integral K̂ , demuestre que K
*
(z,x) es el

kernel de †K̂ .

3. Para la ecuación integral ( ) ( ) ( )dzzyzxzxxy ∫ ++=
1

0

2λ , demuestre que:

a)













=

4
1

3
1

F
�

 y 















=

3
1

4
1

2
1

3
1

M
~

b)
24872

1

18

24

λλ
λ

−−






 +
=C
�

c) ( ) ( )
2

4 3 3
6

72 48

x
y x

λ λ
λ λ

− +
= ⋅

− −

4. Resuelva la ecuación integral ( ) ( )∫ ⋅+=
1

0

dzzyxzxxy λ

5. Demuestre que la ecuación integral ( ) ( ) ( )
0

siny x x z y z dz

π

λ= +∫  tiene las siguientes

soluciones:

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

2 2 2

2
sin cos

2
sin cos

y x c x x

y x c x x

λ
π

λ
π

= = +

= − = −
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6. Sea ( ) ( ) ( ) ( )dzzy
zx

zxsen
xfxy ∫

∞

∞−
−

−+= λ .

a) Demuestre que la solución de la ecuación integral puede escribirse en la forma

( ) ( ) ( ) dkekf
~

xfxy ikx

∫
−

−
⋅+=

1

1
12

1

πλ
πλ

π
.

b) Si ( ) sin x
f x

x
=  demuestre que ( ) 1 sin

1

x
y x

xπλ
= ⋅

−
.

7. Encuentre la solución de la ecuación integral ( ) ( )∫
∞

∞−

−− += dzzyeexy ixz
x

λ2

2

 e

investigue el comportamiento de la solución para aquellos valores de λ en los que se
presenta una singularidad.

8. Convierta ( ) ( ) ( )∫ −+=
x

x dyyfyxexf

0

 en una ecuación diferencial de segundo orden

y demuestre que ( ) ( ) xx eexxf −++= γβα , y determine α, β y γ.

9. Transforme la ecuación integral ( ) ( )∫ −+=
1

0
2

1
dyyfyxxxf  en la ecuación

diferencial ordinaria ff =′′  y resuelvala. ( ) ( )( ) ( )[ ]xx eeee
ee

xf −⋅−+
++

= 2
13

2
.

10. Para la ecuación integral ( ) ( )∫+=
b

a

dzzyzx
x

xy 22

3

1 λ  muestre que:

a) ( ) ( ) 








−−
=

55

22

5
5

ab

zx
;z,xR

λ
λ

b) Resuelva la ecuación integral.

c) Encuentre el intervalo de convergencia.

11. Encuentre el kernel resolvente del problema anterior utilizando la teoría de Fredholm.
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12. a) Para el kernel ( ) ( ) zxezxz,xK −+= , en [0,1], utilice la teoría de Fredholm y

muestre que su kernel resolvente es ( )

12
1

3

1

22
2λλ

λ
λ

−−








 −−+−+
= −

xz
zx

zx

e;z,xR zx .

b) Resuelva la ecuación integral ( ) ( ) ( )∫
−++=

1

0

2 2 dzzyezxxxy zx  y exprese la

solución en términos de las integrales ∫
−=

1

0

dueui un
n .

13. Para la ecuación integral ( ) ( ) ( ) ( )
0

sin siny x x x z y z dz

π

α λ= + + +∫ , demuestre que:

a) Las funciones propias del operador integral, ( )sin cosi iy c x x= ± , están

normalizadas si 
π
1=ic .

b) Los coeficientes del desarrollo de la solución del ecuación integral,

∑=
i

ii yay , están dados por 1

cos sin

2
a

α απ
λπ

+=
−

, 2

cos sin

2
a

α απ
λπ

−=
+

.

c) La solución puede escribirse de la forma

( ) ( ) ( )2 2

4
cos sin

4 2
y x x x

λπα α
λ π

 = − + + −  

14. a) Obtenga los valores propios y las funciones propias de la ecuación

( ) ( ) ( )∫ +=
1

0

dyyfyxxyxf λ .

b) Resuelva la ecuación no homogénea ( ) ( ) ( )∫ ++=
1

0

2 2 dyyfyxxyxxf µ , usando

el método de valores propios.
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6. Cálculo variacional

1. a) Demuestre que la solución de la ecuación diferencial 221
yc

c
y −=′ , con 

( ) 00 =y , 0
2

=






 l
y  es ( ) sin

s
y s c

c
= ⋅ , en donde 

π2
l

c = .

b) Integre 

2
1

2

1


















−=
ds

dy

ds

dx
 para obtener ( ) 2

1 cos
2

l s
x s

l

π
π
 = − 
 

.

c) Utilice los resultados anteriores para demostrar que la solución del inciso a

satisface la ecuación 

22

2

22







=






 −+
ππ
ll

xy .

2. Se forma una película de jabón entre dos anillos paralelos de radio a, separados por

una distancia 2b. Encuentre la forma del perfil de la película de jabón.

3. Para el funcional [ ] ( )∫ ′′′= x,y,,y,y,y,,y,yFyI nn …… 2121 , demuestre que la

ecuación de Euler-Lagange toma la forma 0
i i

F d F

y dx y

 ∂ ∂− = ′∂ ∂ 
.

4. Para el funcional [ ] ( )∫ ∇= rdr,y,yFyI
��
, demuestre que 0=

∂∇
∂⋅∇−

∂
∂

y

F

y

F
.

-b

b
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5. Para el funcional [ ] ( )( )∫ ′′′= x,y,,y,y,yFyI n
… , demuestre que la ecuación de Euler-

Lagrange toma la forma ( ) ( ) 01
0

=









∂
∂








−∑
=

n

i
i

i
i

y

F

dx

d
.

6. Encuentre la función extremal del funcional ( )[ ] ( )∫ −′=
2

0

22

π

dxyyxyv , con ( ) 00 =y ,

1
2

=






 π
y .

7. Encuentre la función extremal del funcional [ ] [ ]∫ +′=
1

0

2 12 dxxyyyv , con y(0)=0,

y(1)=1.

8. Para el funcional [ ] ∫
−

′+=
a

a

dxygyyI 21ρ  con y(a) = y(-a) = 0, sujeto a la condición

[ ] 021 2 =−′+= ∫
−

LdxyyJ

a

a

, muestre que cosh cosh
a x

y
a

β β
β
 = −  

 es la función

minimal, en donde β satisface la ecuación sinh L

a

ββ = .

9. Encuentre la función extremal del funcional [ ] ∫ ′=
1

0

2

x

x

dxyyt  con la condición

[ ] ∫ ==
1

0

x

x

aydxyJ  y las condiciones de frontera y(x0)=y0, y(x1)=y1. Obtenga el valor del

multiplicador de Lagrange. Determine la solución explícita para el caso x0=0, y0=y1=0,

x1=1.

10. Sea [ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ −′=
b

a

dxxyxqxyxpyI
22

, con y(a)=y(b)=0 y la condición

[ ] ( ) ( )∫ ==
b

a

dxxyxyJ αρ 2
, en donde ∈α R, ρ(x)>0 en [a,b].

Demuestre que la función extremal satisface una ecuación de Sturm-Liouville

yyL̂ λρ=  en donde ( ) ( )xq
dx

d
xp

dx

d
L̂ −







−= .
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11. Si [ ] [ ]
[ ]yJ

yI
yI = , en donde [ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ −′=

b

a

dxxyxqxyxpyI
22

 y [ ] 2
yyJ = ,

demuestre que la condición de extremo conduce a una ecuación de Euler-Lagrange de

extremo condicionado.

12. Si se desarrolla la función y(x) como una combinación lineal de las funciones propias

del operador L̂ , ( ) ( )∑=
i

ii xycxy , demuestre que [ ]
∑

∑
=

i

i

i

ii

c

c

yI
2

2λ
.

13. Considere la ecuación diferencial y
dx

yd λ=−
2

2

, en [0,1], con ( ) ( ) 010 =′= yy .

a) Muestre que la forma general de un polinomio cúbico que satisface las

condiciones de frontera es la siguiente: ( ) ( )[ ]xxxxaxy 23 23
2 −+−= αα , en

donde 
2

3

a

a
=α .

b) Demuestre que [ ]
2

2

24 4
ˆ 5

5 3
68 61 8

35 30 15

y Ly
I y

y y

α α
α

α α

α α

α α

+ +
= =

+ +
.

c) Muestre que el valor de α que minimiza a I , satisface la ecuación

0354836 2 =−− αα .

d) Obtenga las soluciones de la ecuación anterior y analice cada una para

determinar I .

e) Demuestre que [ ] 2.468I yα ≥ .

14. Estime el menor de los valores propios de la ecuación diferencial definida en la recta

real, yyx
m

y
m

λω =


















−′′− 2

22

2 �

�
, usando la familia de funciones 

2xeAy α−= .
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7. Cálculo funcional

1. Sea [ ] ( )drrCT TFTF

�
∫≡ 3

5

ρρ :

a) Demuestre que ( ) ( ) ( ) ( )rrrC
r

T

r
TF

TF ′−′=








′
− ���

�� δρ
δρ
δ

δρ
δ

3
1

9

10
.

b) Obtenga ( ) ( ) ( ) 










′′′ rr

T

r

TF
��� δρδρ

δ
δρ

δ 2

.

2. a) Sea [ ] ( ) rdfG
�

∫= ρρ , demuestre que:

( ) ρδρ
δ

∂
∂= f

r

G
�  y

( ) ( ) ( )
2

22

ρ
δ

δρδρ
δ

∂
∂′−=

′
f

rr
rr

G ��
��

b) Sea [ ] ( )∫ ∇= rd,fG
�ρρρ , demuestre que:

( ) ρρδρ
δ

∂∇
∂⋅∇−

∂
∂= ff

r

G
�

3. Sea [ ] ( ) ( ) ( ) rdrdrrr,rhF ′′′= ∫
������ ρρρ , con ( ) ( )r,rhr,rh

���� ′=′ . Demuestre las siguientes

ecuaciones:

( ) ( ) ( ) rdrr,rh
r

F ����
� ′′= ∫ ρ

δρ
δ

2

( ) ( ) ( )r,rh
rr

F ′=
′

��
�� 2

2

δρδρ
δ

( ) ( ) ( ) 0
21

=
n

n

rrr

F
�

…
�� δρδρδρ

δ
(n>2)

4. Calcule la primera y la segunda derivadas del funcional de Weizsacker,

[ ] ( ) ( )
( )∫

∇⋅∇=
r

rr
TW �

��

ρ
ρρρ

8

1
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5. a) Para [ ] ( ) rdrN
��

∫≡ ρρ , demuestre que ( ) 1=
r

N
�δρ

δ
.

b) Obtenga la ecuación de Euler-Lagrange del funcional δ-dimensional

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) rdrVrrdrrrdCE
�������

∫ ∫∫ ++=
+

ρφρρρ ρ
δ

δ
2

1
2

1

en donde ρφ  es solución de la ecuación de Poisson, 2 4ρφ πρ∇ = −  y V es

solución de ( )2 4V Z rπ δ∇ = �
. (Utilice la función de Green de la ecuación de

Poisson).

c) Aplique el laplaciano a la ecuación obtenida en el inciso b y obtenega una

ecuación diferencial para la densidad.

6. Minimice el funcional de Kohn-Sham

[ ] [ ] [ ] ( ) ( )1 2 1 2, , , ,KS KS

n s n eeE T V r V r drφ φ φ φ φ φ ρ ρ= + + ∫… … ,

con

[ ] 21
1 2 2

1

, ,
N

s n k k

k

T φ φ φ φ φ
=

= − ∇∑… , ( ) ( )ρ φr rk

k

N

=
=
∑

2

1

,

 sujeto a las condiciones de normalización de los orbitales, φ φk k = 1 , para obtener

la forma explícita de las ecuaciones de Kohn-Sham, ii

i

KSE φε
δφ

δ = .

7. a) Utilice la ecuación (20) de la referencia Int. J. Quant. Chem. Suppl. 28, 231

(1994) para demostrar las relaciones de la ecuación (21).

b) Sustituya A=x1 y A=y1 en las expresiones anteriores y obtenga las relaciones de

la ecuación (22).
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8. Ecuaciones diferenciales parciales

1. Resuelva por separación de variables la ecuación de Laplace en dos dimensiones

0
2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂

y

u

x

u
. Considere todas las posibilidades para la constante de separación:

a) l>0.

b) l<0.

c) l=0.

2. Se tiene un tubo seminfinito con agua. En t=0, el extremo en x=0 se pone en contacto

con una solución de concentración fija, u0. Resuelva la ecuación de difusión

t

u
u

∂
∂=∇2κ , en donde ( )t,xuu = , con las condiciones de frontera

( ) ( ) ( ) 0000 0 =∞== t,u,ut,u,,xu

3. Considere una placa seminfinita, by,x ≤≤∞≤≤ 00 , con temperatura fija en los

bordes: T=0 en y=0, y=b y ∞→x ; en x=0, T(0,y)=f(y).

a) Muestre que ( )
1

, sin
n x

b
n

n

n y
u x y B e

b

ππ∞ −

=

=∑  es la solución estacionaria, con

( )
0

2
sin

b

n

n y
B f y dy

b b

π= ∫

b) Si f(y)=u0=cte., obtenga la solución estacionaria.

3. Se tiene una membrana circular de radio a en un aro que no es plano.

La altura del borde satisface la ecuación, ( ) ( )sin 2sin 2z φ ε φ φ= + . Encuentre la

forma de la membrana.

5. Aplique la transformación θµ cos=  a la ecuación diferencial

( ) ( )2sin sin sin 0
d

d
θ θ µ λ θ

θ
′⋅Θ + + Θ =  y obtenga la ecuación

diferencial para la función nueva ( ) ( )θΘµ =M .
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6. a) Muestre que al realizar la separación de variables de la ecuación de onda,

2

2

2

2 1

t

U

c
U

∂
∂⋅=∇ ,

se obtiene la siguiente solución oscilatoria en t,

( ) ( ) [ ]titi BeAerut,rU ωω −+⋅= ��
,

en donde ω = kc y u es solución de la ecuación de Helmholtz.

b) Repita el procedimiento para la ecuación de calor,

t

U
U

∂
∂=∇2κ ,

y demuestre que ( ) ( ) tkAerut,rU
2λ−⋅= ��
.

7. Lleve a cabo la separación de variables en la ecuación de Helmholtz, 022 =+∇ uku ,

y demuestre que:

a) En coordenadas cilíndricas, ( ) ( ) ( ) ( )φΦρ zZPru =� , con

( ) ( ) ( )
( )
( ) 2

22

m,DeCe

FeEezZ

kk,kBYkAJP

imim

zz

mm

=+=

+=

+=′′+′=

−

⋅−⋅

αφΦ

αρρρ

φφ

αα .

b) En coordenadas esféricas, ( ) ( ) ( )φθ ,YrRru lm=� , con

( ) ( ) ( )krBjkrAjrR ll −+= ,

en donde ( ) ( )xJ
x

xj
ll

2
1

2 += π
.


