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1. Transformadas integrales
Transformada de Fourier

La transformada de Fourier de la funcion f{¥) esta definida como

=)= L] e,

mientras que la transformada inversa esta dada por

0=k el= L j Fwe“do.

e P

1. Sea f(x)=de 2 ,

a) Determine 4 por la condicién de normalizacion, J.| £ (x)|2 dx =1.

—00

b) Calcule 7(w).

¢) Determine j ‘7(@‘2%0 .

— 00

d) Considerando que <x”> = Ix"f(x)zdx, calcule 4x = <x2> - <x>2 ,

o= @)~ (w) yide.
2. Demuestre las siguientes igualdades:

SR )

o [ 00 == 1) 1)

3. Para la funcion discontinua
0 w< -0
gZolw) =41 -—Q<w<Q
0 w>Q
obtenga g (t) )



10.

11.

La convolucion de dos funciones se define como
[f Dgl(z) jf (= - x)a

Demuestre que la convolucion es conmutativa, f L g =g [ f.

Demuestre que F[ f (t)g(t)] -

Jam

Obtenga la transformada de Fourier de la funcion £(t) = e A partir de la
transformada inversa demuestre que

dw

I_Te_‘,‘ - T CcOoS
2 . 1+ a?

Para la ecuacion diferencial
d2
o) g = 1),
X

demuestre que la solucion puede escribirse como

+oo lkx7<
= J. 2 2
F K +K
La correlacion entre dos funciones se define como
[roglz)= J H(x)g(x + 2)a
Demuestre que [f U g](z) = [g O f] (— z).
Demuestre que (@) = F[f O g] =27r[F(w)] z(w).

Demuestre que F[f*g]=#f Og.

Jam

Considere una funcion de R a R?, con simetria polar, f(r ( ) CD(,O) Muestre que la

transformada de Fourier puede escribirse de la forma f j¢ ,Od 0, en
0

donde J,(x) = lJ‘Oﬂcos(x sin )d 6.
T



Transformada de Laplace

12.

13.

14.

15.

15.

La transformada de Laplace de la funcion f{¢) se define como

L= 76)= [ e

Demuestre que

L{%n(t)} = s"f(s) —s”_lf(O) —s"_zf'(O) A A (O) .

t
Si la convolucion se define como [ fu g](t) = I f (u)g(t - u)du . Demuestre que
0

LLr *g] = rls)g(s).

n-1
2

-2 .
a) Sea [, = J.x"e * dx, integre por partes para demostrar que /, = 1,.,.
0

2 JA 1(m %
b) Con el cambio de variable u"=s¢, muestre que: L[t 2} = 2(3j y
S

-7

Considere la ecuacion diferencial

d4y

4
x
y(0) = »'(0) = y"(0) = ¥"(0) = 0. Demuestre que

-y=f (x), con las condiciones iniciales

o al)= [ )G,
0

4
S

b) y(x) :%.:[f(u)[sinh(x—u)—sin(x—u)]du )
Demuestre que L[ #f (¢)]=~ dj_;’(ss)



2. Ecuaciones diferenciales ordinarias
Ecuaciones diferenciales lineales

1 Demuestre que si dos funciones son linealmente dependientes, entonces deben ser
proporcionales. Utilice unicamente el Wronskiano.

2. Utilice la transformada de Laplace para resolver la ecuacion diferencial
y" =2y'+y = e, con las condiciones iniciales y(0) =0, y'(0) = 0.

3. Resuelva el sistema de ecuaciones diferenciales
a_ 2y =-sint
dt x(0) =

3
Q+2x:5005t y(0)=2

dt

3
d d? a
4. Sean ¢’ = ax + D = —— . Demuestre que = D(D-1)(D-2).
By 7 que 5 (a’x+,8J (D-1)( )

5. Cone' =zax+pByD= :; , muestre que la ecuacion diferencial de tipo Legendre
t

@+ BYa, L7 sk (et By Y+ agyle) = 1)
dx dx

se reduce a una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes,

0,0 DD 1) (Do) s ey vy =1 )

en donde ay, ai,..., a, son constantes.

e : d’ d .,
6. Transforme la ecuacion diferencial (x + 1)2 d—f +3 (x + 1) d_y +y =0, en una ecuacion
X X
de coeficientes constantes y obtenga su solucion.
7. Reduzca y resuelva la ecuacion diferencial exacta x°y" +2 (x +x° ) Yy +6x7y =12x".
8. Considere la ecuacion diferencial y"—y =x ysea u (x) una solucion de la ecuacion

complementaria. Reduzca la ecuacion diferencial a una de primer grado, mediante el
cambio de variable y = uv,y obtenga la solucion general.



10.

11.

Para la ecuacion diferencial no homogénea Ly = f, escriba a la solucion particular en
la forma siguiente

vy =k () 4 o+ () () = i_kmym ,

en donde las funciones y,, son las soluciones linealmente independientes de la ecuacion
complementaria, Ly, =0.Demuestre que al aplicar el operador diferencial lineal

L= a,(x)D', sobre la solucién particular se obtiene

n n

I ZR D WATED 3 Z 12 (DK, )(D"7y,)

= m=1

—%Zk Y +Z%ZC’Z( k,)(D",)

m=

i!
k\(i-k)!

Ayuda: recuerde que Db ( ) ZC’ (Dk )(Di"‘v), con Ci =

Demuestre que il cr (D’k )(D’_jym) = 3 c ( )(D’ ’ym) pl=a (k,'ny,(f)) ,
=1
y que del problema anterior se tiene 1

n n n il n ) )
Ly, = alzlkr'nym +§al Dl_lz;k;zynz +Z;C§_lzl(Djkm)(Dl_jym )}
m= = m= J= m=

Por lo tanto

/-1 n

l’:yp i i alDl_l ’zik:nym ¥ azik’,"y;” + i alz Cé_l (Djkm ) (Dl_jym)

=3 Jj=l1 m=l1

n

= ZazD’ lemym + ZalD’ zzkmy; +a,y kv,
m=1

m=1 m=1

+ia12cf > (0K, )(D7,)

m=1

Utilice el método de variacion de parametros para resolver la ecuacion diferencial

y'=2y"+y=2xe".



Funcién de Green

12.

13.

Resuelva la ecuacion diferencial "+ y =sin2x, con las condiciones de frontera
y(O) = y(n / 2) = 0, por el método de la funcion de Green.

de(f) e dx(t) = f(t), con las

Para ¢ = ¢, se tiene la ecuacion diferencial

dt’ dt
condiciones iniciales x(z,) = x'(z,) = 0.
a) Determine la funcion de Green, G(z,1')
b) Obtenga la solucion de la ecuacion diferencial cuando f(¢) = de™

Otros métodos

14.

15.

16.

17.

Con el cambio de variable y = uv, reduzca la ecuacién diferencial de segundo orden
y'+b (x) V' +b, (x)y = f(x) a su forma canonica, v" + g(x)v = h(x) Obtenga la
forma explicita de las funciones u, gy 4.

5
Resuelva la ecuacion diferencial de segundo orden x*y” +xy' = x2 reduciéndola a su
forma candnica.

3 2 2
Para el cambio de variable p(y) = ﬂ, demuestre que d’y =p . +p d’p .
dx dy dy?

Escriba la ecuacion diferencial 2yy" +2(y +3y")y" +2 ( y')2 =sinx como una ecuacion

exacta y muestre que su solucion estd dada por

1 . -
y? =E(cosx—smx)+C1e “+Cx+C,.



3. Soluciones en series
Puntos ordinarios y singulares

1. Partiendo de la ecuacién de segundo orden y" + p(x)y' + ¢(x)y = 0, muestre que el

) ) 1 ) ) .
cambio de variable w = — transforma la ecuacion diferencial en
X

2
wt 4

dw
Para la ecuacion de Legendre, indique que tipo de punto es w=0.

+ o - WZP(W'I)];?; +gl )y =0

2. Obtenga los puntos singulares regulares y esenciales de las ecuaciones siguientes
a) Chebyshev: (1 - xz)y" -xy' +n’y =0,
b) Bessel: x*y" + xy' + (x2 - l/z)y =0,
c) Laguerre: xy" + (1 - x)y' +ay=0,
d) Hermite: y" —2xy' +2ay =0,

e) Movimiento arménico simple: y" +w?y = 0.

29

3. Si y(x) = Zanx”, muestre que:

n=0

) D7y=Ya., (k+a)(k+a-1)-(k+1)x",

k=0
b) xPy = iak_ﬂxk ,
k=p
o Dy=Ya., (k+a-pB)(k+a-F-1)-(k-B+1)x".
k=g
4, Para la ecuacion diferencial y" — W y=0,
- X
a) Muestre que la solucion en series satisface

0 =2(a2 —a0)+2x(3a3 —-2a, —al)+i(n+l)[(n+2)an+2 —2na,,, +(n—2)an]x”

n=2
b) Para ay =1y a; =0, calcule a,,...,aq,...,a, y obtenga y =1+ x> +%Zx"-
n=3

9) Para ay =0y a; =1, calcule a,,...,qq,...,a, y obtenga y, :x+%zx”_
n=3



2 n

5. Resuelva la ecuacion tipo Legendre (1 - x) y"' =2y =0 e identifique sus soluciones

con las del problema 4.

Método de Frobenius

6. Para la serie de Frobenius, calcule
a) D%,
b xFy,
¢) xPD%y.
7. Demuestre que los coeficientes de las soluciones en series de la ecuacion diferencial

4xy" + 23"+ y = 0, tienen la forma siguiente:
(_ l)n g
(2n+1)°

. — (_ l)n by
b) y2: b, = 7(2’1)/ .

a) i a,

8. Transforme la ecuacion diferencial 4xy" +2y" + y =0, haciendo el cambio de

variable: u = /x . Verifique que las soluciones coinciden con las del problema 7.

9. Sea la ecuacion diferencial 4xy" + 2(1 - x)y' -y=0.
a) Resuelva por el método de Frobenius, alrededor de xo=0 y obtenga las dos
soluciones linealmente independientes.

X,
b) Muestre que eé es solucion de la ecuacion diferencial e identifique esta
solucion los resultados del inciso a.

10.  Obtenga la solucién de la ecuacion diferencial x(x - l)y" +3xy" + y =0 en forma de

serie de Frobenius, alrededor del punto xy=0. Demuestre que, para s=1, los coeficientes
de la serie satisfacen a, = q, (n + 1), mientras que para la otra raiz se tiene una

inconsistencia.

11.  Resuelva la ecuacion x*y" — ;xy' + (1 + x) y = 0 por el método de Frobenius,

alrededor de x,=0. Obtenga las dos soluciones.



Métodos para obtener la segunda solucién

12.

13.

14.

15.

Para la ecuacion diferencial xy" —2y' +xy =0:

a) Obtenga las dos soluciones en series por el método de Frobenius.
b) Demuestre que f, =3 (sin X — X COS x) es solucidn de la ecuacion diferencial.
c) Obtenga la segunda soluciéon con el método del wronskiano.

Ayuda: Para la integracion del inciso c, escriba: x> = ———xsinx e integre por

sinx
partes. (f2 (x) =cosx +xsin x)

Sea la ecuacion y" —2xy' =2y =0

a) Resuelva por el método de Frobenius alrededor de x=0.
2
b) Demuestre que e es solucion.
c) Utilice el método de la segunda solucidon para demostrar que
2n +1

12
I = e Zn 2nx+1

0

Para la ecuacién x*y" +xy' +x*y =0,

a) Encuentre y; por el método de Frobenius.
b) Obtenga la segunda solucién utilizando el método de la derivada.

g . d*y y ) )
Transforme la ecuacion diferencial 5~ +-—3 =0 conel cambio de variable

dz z

1 ) .
x = — . Encuentre sus soluciones en series, alrededor de x=0.
zZ

Soluciones polinomiales

16.

17.

10

Sea la ecuacion diferencial y" —2xy"'+Ay =0,

a) Demuestre que se obtiene la siguiente relacion de recurrencia
2n—A . .
a,,» = 77—y 4,,y obtenga las dos soluciones linealmente
(n + 1)(n + 2)
independientes.
b) Encuentre la solucion polinomial para A =4 y A =6.

De la ecuacion diferencial de Legendre, (1 -x? )y" -2xy' +1 (Z + l)y = 0, muestre que
. :(n+l+l)(n—l)
n (n + 2)(n + 1)

a, y obtenga las dos soluciones en series.



18.

19.

20.

21.

Demuestre que los primeros polinomios de Legendre son

(]

P(x)=1 P(x)=x Pz(x):;(3x2—l), P3(x)=;(5x3—3x)

De la ecuacion de Legendre ( - xz)y" -2xy' + l(l + l)y =0,

a) Muestre que el wronskiano estd dado por W = | ! 5
- X

. . . . 1 I+x

b) A partir de las soluciones polinomiales Py y P; obtenga Q, = B In " y
-Xx
1 I+x - . .
0 = 5 xlIn " —1 , utilizando el método de la segunda solucion.
-Xx

Evalie D'*'|(x> ~1)| vy D"'[2iu].
a) Utilice los resultados anteriores para demostrar que
(1 - xz)u(l) — 2l + l(l + l)u(l) =0.

!
b) Partiendo de la formula de Rodrigues j (x2 - l)l = ¢, P, demuestre que

!
x
Dl[(x+1)l(x—l)l] _, T Cyquec =12

1
c) Demuestre que la integrales k, = J‘(l -x’ )l dx satisfacen la relacion de
-1
recurrencia k, = —2lk,_, / (21 + 1) . Resuelva la relacion para £;.

[e0)

La ecuacion ZP,:h” + Z(— 2xP "t + ZPn'h”+2 = Z:Pnh”+1 se obtiene
n=0

n=0 n=0 n=0

derivando la funcién generadora de los polinomios de Legendre con respecto a x.
a) Utilice la suma anterior para demostrar las ecuaciones siguientes

P,=0, P -2xP,=PF, P, —-2xP_ +P,_, =P, _, paran=2.
b) Derive la funcioén generadora con respecto a 4, y demuestre que

aG [ ' [+

T ~(h-x)G*, =(h=x)> Ph" = nPh".

n=0 n=1

c) Utilice los resultados anteriores para mostrar que

xPy =0

xP! = P'_, =nP, (n=1)

11



a) Utilizando los resultados del problema 21, demuestre que

P -xF =0

2P, -3xP,+PF, =0 .
(n + l)Pn+l - (Zn + l)xP +nP,_, =0, n=22

n

%G
oh

b)  Muestre que P, =cte, P =xP,, P, =l2(3x2 —I)E) y obtenga Ps, Py, Ps.

Considere el siguiente arreglo de cargas puntuales, 2¢ en el origen, -g en (0, 0, a) y -q
en (0, 0, -a). Use la funcion generadora para mostrar que el potencial electrostatico,
para r > a, esta dado por

De la ecuacion diferencial de Chebyshev, (1 - x’ )y" —xy' +m’y =0,

a) Obtenga la ecuacion indicial (s =0, 1) y las soluciones para la relacion de
recurrencia.
b) Obtenga las soluciones polinomiales y las soluciones en series.

Los polinomios de Hermite, H,, pueden definirse a partir de su funcion generadora,

2
G _ 2x 96 +2h 96 = 0 y que, por tanto, H,, satisface
Ox? Ox 0h

H, -2xH, +2nH, =0.

a) Demuestre que

b) Calcule %G y muestre que H, =2nH,_,.
x

C) Muestre que H,,, —2xH, +2nH,_, =0, utilizando (;i

d) Desarrolle a G en series de Taylor, alrededor de /# = 0 y demuestre que

n —x2
H,(x) = (-1) e’ 4°
dx"




Funciones de Bessel

26.

27.

28.

29.

Considere la ecuacién de Bessel, x*y" + xy' + (x2 - Vz)y =0,endonde V=0 y x=0
es un punto singular.
a) Use el método de Frobenius y muestre que se obtienen las siguientes relaciones

ao(s2 —Vz):O
al(s+1+v)(s+1—v)20
an(s+n+V)(s+n—V)+an_2 =0

b) Obtenga y; y y» para el caso en que Vno es un entero y muestre que

_ o o
L w i O S )

A partir de /(x) = jtx_le_’dt,
0

a) Integre por partes para mostrar que /- (x) = (x - 1)/' (x - 1).

b) Demuestre que /~ [— ;j =2

Demuestre que

a) J%(x)quxsenx,
b) J_y(x)=4;€c0sx.
2

Demuestre que

g e )=2 ).
dx
)= ),
dx
C) xJ, *vJ, = *xJ,., (utilice los resultados anteriores).

13



30.

31.

32.

33.

34.

14

Con las funciones J J y J -1 calcule

a) J 3 J -3

b) Y 2 Y%.

Demuestre que

a) jx [x(GF' - FG')| = ()12 — 1 )XFG, endonde F(x)=J,(ux) y

G(x) = 7, (Ax).

b) J'xJ dx—

y7
Una funcion f{(x), definida en el intervalo [0, 4], puede desarrollarse en la forma

f (x) = Z c,J, ()Inx), en donde las constantes A, satisfacen la condicion

n=0
b
J, (/lnb) = 0. Demuestre que C, = ; JAXJV dx con
"0
an = %{bJII/ (Anb)}2 = %{b']vtl (Anb }2'

Utilice la funcion generadora, G(x,h) =exp Bx(h —%)] = i J, (x) h" , para mostrar
que xJ, =2(n=1)J,_, +xJ,, =0y J, +2J._, —J,_, =0.

Us

Sea I —ljcos[x51n9 n@]d@

T 0
a) Demuestre que ™" = G(x e ) Z J [cos nx +isin nx]
b) Encuentre expresiones para cos (x sin 6’) y sin (x sin 6’) .

c) Demuestre que 7/, (x) =J, (x)



4. Métodos de funciones propias

L Sean p(x)=1y|y)=|x"),i=012...

a) Calcule los primeros cinco polinomios ortonormales, en el intervalo [-1,1],
$0). 1) 82). | B3). | Ba)-
b) Muestre que los polinomios {\ ¢i>} son proporcionales a los polinomios de
Legendre.
2. Transforme a la forma de Sturm-Liouville las ecuaciones de Bessel y de Laguerre.

Establezca la propiedad de ortogonalidad de las soluciones.

3. De la ecuacion hipergeométrica (x2 - x)y" + [(1 +q+ ,B)x - y]y' +afy =0

a) (Qué valores deben tomar a, By ) para que la ecuacion sea una ecuacion de
Sturm-Liouville?
b) Si a, By y no cumplen las condiciones anteriores, transformela a una ecuacion

de Sturm-Liouville.

4. Muestre que:
1
- ; (2n)!
P =1 >

a) .0 2n+1(xpx ( ) 2n+1l’l/ (I’l + 1)/ (I’l 2 0)
b) | P, (x)dx =0 (n > 0)

0

11.
C) P, (x)dx =1

1
Sugerencia: Utilice j G(x, h)dx
0

5. a) Demuestre que la funcion 7, (x) =cos (n arccos x) es la solucion de la ecuacion
de Chebyshev.
b) Utilice exponenciales imaginarias y el desarrollo binomial para demostrar que:

n () k(2 A
HAOEDY oA I)Z/(n _;({1)/ |

k=0
pares

15



16

A partir del desarrollo en funciones propias de la funcion de Green, demuestre que

S 12eb el = o)

Para el problema y"+y=f (x) , con y(O) =0, y(n) = 0, obtenga la funcion de Green

y la solucion para f(x)=sin2x.

a) Obtenga la solucion de ( -x? )y" -2xy' +by = f(x), en el intervalo [-1,1],
como una combinacion de los polinomios de Legendre.

b) Sib=14y f(x) = 5x° demuestre que y = iPl +P.

Para la ecuacion de Poisson, 2@ = —— ,0(?' ), exprese la solucion en términos de la
0

funcion de Green y demuestre que [ L. —47Tc)'(17 - 7').

I

Nota: Identifique la funcidén de Green directamente de su ecuacion diferencial.



5. Ecuaciones integrales

1.

Resuelva las siguientes ecuaciones integrales:

a) jf Sy =

a

+52

_llz

b) Icos( ) ()dv e 2, parax>0.

0
Nota: Dado que y no esta definida en x<0, suponga que y(x) es una funcién par y
exprese la ecuacion integral como una transformada de Fourier.

Si K(x,z) es el kernel integral del operador integral K , demuestre que K (z,x) es el
kernel de K.

Para la ecuacion integral y( ) =x+ AJ (xz +2? )y(z)dz , demuestre que:

AN
SR Y e VR

_ [24+2
b) C=
18 }72—48}|—)|2
4x(3-2)+34
=6
9 )=

Resuelva la ecuacion integral y(x) =x+ )II Xz Dy(z)dz
0

n

Demuestre que la ecuacion integral y (x) =A .[ sin (x + z)y (z) dz tiene las siguientes
0

soluciones:

A :727 ¥, (x) =¢, (sinx +cosx)

A= —7% ¥, (x) =c, (sinx=cosx)

17



10.

11.

18

Sea () = £(x)+ 1 jse”()y(z)dz.

z

a) Demuestre que la solucion de la ecuacion integral puede escribirse en la forma
1 mo
W)= 1)+ P (e
1-m Y

() L inx.

x puy
X - x

b)  Sif(x)=

2
Encuentre la solucién de la ecuacion integral y(x) = e / +A j Ty (2)dz e

investigue el comportamiento de la solucion para aquellos Valores de Aen los que se
presenta una singularidad.

Convierta f =e' + dy en una ecuacion diferencial de segundo orden

O'—;R

y demuestre que f (x) = (a’ + ,Bx)e + )", y determine a, By ).
L
Transforme la ecuacion integral f (x) =x+ o I \x - y‘ f (y)a’y en la ecuacion

diferencial ordinaria f" = f y resuelvala. f(x)= ?(1) [(e +2)e" —e Dz_x].

(e+3 e+

b
Para la ecuacion integral y(x) =—+A1 j x*z? y(z)dz muestre que:
x

a

2.2
a) R(x,z,‘/])ZS(S_/‘x(bi_as)]

b) Resuelva la ecuacion integral.
c) Encuentre el intervalo de convergencia.

Encuentre el kernel resolvente del problema anterior utilizando la teoria de Fredholm.



12.

13.

14.

a) Para el kernel K(x,z) = (x + z)e* %, en [0,1], utilice la teoria de Fredholm y

X |z 1
xtz-Al -+ —xz——
[2 2 SJ

-z

muestre que  su kernel resolvente es R(x, z; /1) =e

2
1-a-
12
1
b) Resuelva la ecuacion integral y(x) = x* + 2_[ (x + z)e* ?y(z)dz y exprese la

0
1
solucion en términos de las integrales i, = J'u”e_” du .
0
w

Para la ecuacion integral y (x) =sin (x + a’) + Ajsin (x + z) y (z) dz , demuestre que:
0

a) Las funciones propias del operador integral, y, =c, (sin x*cos x) , estan
: . 1
normalizadas si ¢; = ——.
Jm
b) Los coeficientes del desarrollo de la solucion del ecuacion integral,
, cosa +sina cosa —sina
Y= Zaiyi , estan dados por q, =Jr==_= a, =Nm—————.
- 2-Am 2+Am

c) La solucion puede escribirse de la forma

4 Amr .
X)=———|cos(x—a)+—sin(x+a
H(3) =] cos(s-a)+ Phsin(x+0)
a) Obtenga los valores propios y las funciones propias de la ecuacion

700 = A e+ 3) v

1
b) Resuelva la ecuacion no homogénea f (x) = x? + ZI xy(x + y) f (y)dy , usando
0

el método de valores propios.
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6. Calculo variacional

. O ) I > 2
1. a) Demuestre que la solucion de la ecuacién diferencial y' = —-/c” — y~ , con
c

y(O) =0, y(;j =0 es y(s):cGini,en donde ¢ :L.
¢

2
24
b) Integre ax =|1- b para obtener x(s) :L l—cos% .
ds ds 2 [
c) Utilice los resultados anteriores para demostrar que la solucion del inciso a
. L 1Y (1Y
satisface la ecuacion y~ +| x — = —1 .
2 2
2. Se forma una pelicula de jabon entre dos anillos paralelos de radio a, separados por

una distancia 2. Encuentre la forma del perfil de la pelicula de jabon.

AN B
SO A
SO ALE

3. Para el funcional I[y] = IF(yl,yz,...,yn,y{,y'z,...,y;,,x), demuestre que la

ecuacion de Euler-Lagange toma la forma oF _d 6_}7 =0
0y, dx\ 0y,

4. Para el funcional / [y] = IF (y, Dy,?’)d?’ , demuestre que oF _ U oF =0.

dy oy
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10.

Para el funcional / [ y] = IF (y, o', y(”), x), demuestre que la ecuacion de Euler-

Lagrange toma la forma Zn: (— l)i(dj [ 0];) j =0.

i=0

7

Encuentre la funcion extremal del funcional v[y(x)] = J (y'2 - yz)dx, con y(O) =0,
0

1
Encuentre la funcioén extremal del funcional v[y] = Hy'z + 12xy]dx, con y(0)=0,
0

y(1)=1.

Para el funcional [ [y] = I pey-[1+ y'? dx con y(a) = y(-a) = 0, sujeto a la condicion

—a

J[y] = J‘«/l +y'? dx — 2L = 0, muestre que :%[cosh&—coshﬂ} es la funcion
a
. . . _p L
minimal, en donde [satisface la ecuacion sinh 5 = .
a

3]
Encuentre la funcion extremal del funcional t[y] = J y'*dx con la condicion

X0

X1
J [y] = I ydx = a y las condiciones de frontera y(xo)=yo, v(x1)=y;. Obtenga el valor del
X0
multiplicador de Lagrange. Determine la solucion explicita para el caso x¢=0, yo=y;=0,
X 1:1 .

b
Sea / [y] = I [p(x)y'()c)2 - q(x)y(x)2 ]dx, con y(a)=y(b)=0y la condicion

b
J[y] = ~|A,0()c)y(x)2 dx = a,endonde a LIR, o(x)>0 en [a,b].
Demuestre que la funcion extremal satisface una ecuacion de Sturm-Liouville

Ly = Apy endonde L = —d[p(x)dj - q(x).
dx dx
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11.

12.

13.

14.

22

1[y]

Si I[y] = 0] , en donde I[y] = ji[p(x)y'(x)z - g(x)y(x)’ ]dx y J[y] = b 2

b

demuestre que la condicion de extremo conduce a una ecuacion de Euler-Lagrange de
extremo condicionado.

Si se desarrolla la funcidn y(x) como una combinacion lineal de las funciones propias

Z ‘ci‘z)li
del operador L, y(x) = Z cy; (x), demuestre que 1 [y] =

-
i Z‘ci‘

1

2

Considere la ecuacion diferencial — Zl f = Ay, en[0,1], con y(0) = y'(1)=0.
x

a) Muestre que la forma general de un polinomio ctbico que satisface las
condiciones de frontera es la siguiente: y, (x) =a, |_(x3 - 3x)a +x? - ZxJ, en

a
donde a = -,

a,

A 24 , 4
Lya> SatEsay

o
<ya|ya> giaz+61a+8'

b) Demuestre que I [ y,,]

30 15
c) Muestre que el valor de @ que minimiza a [, satisface la ecuacion
36a° -48a -35=0.
d) Obtenga las soluciones de la ecuacion anterior y analice cada una para

determinar 7 .
e) Demuestre que 1 [ ya] >2.468.

Estime el menor de los valores propios de la ecuacion diferencial definida en la recta

2 2

2

real, — ;l {y" - (";le xzy] = Ay, usando la familia de funciones y = de” ™ .
m



7. Calculo funcional

Sea Ty [:0] = CTFJp% (7)ar -

O | _ 10 5 (\s(r — o
5,0(7)j Crpp (7 )5(7 7)-

9
@%%@ﬁ%#}

1)
a) Demuestre que . [
o)

b) Obtenga

a) Sea G[p] = I f (p)d?’ , demuestre que:

G o
o(r) ap

3G _ . NOf
@@Mﬂ_w'ﬂwz

b) Sea G[p] = I f (p, Dp)d? , demuestre que:
oG _ of 00 of

p(F)  ap o0p

Sea F[,O] = Jh(?’, 7)o(7)o(F')drdr' , con h(F,7') = h(7', 7). Demuestre las siguientes

ecuaciones:

52@) = 2 hlr, 7)ol i

OF
o)) = 20T
O'F
=0 )
30(r)ap(r)... 90(7,) (n>2)

Calcule la primerek y) la se u;lda derivadas del funcional de Weizsacker,
1 ¢ Opl7 )l Dp%?
T, =
w [,0] 3 J. ,0(7”')
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ON
a) Para N [,0] = ,0(77 )cll7 , demuestre que =1
J o(r)
b) Obtenga la ecuacion de Euler-Lagrange del funcional o-dimensional

FER
Elol=Cs[ o 2dr+ [ oleo, ()ar + [ ey (r)ar
en donde ¢, es solucion de la ecuacion de Poisson, quop =-4mp y Ves

solucion de O0°V =411Z0 (17 ) . (Utilice la funcion de Green de la ecuacion de

Poisson).
c) Aplique el laplaciano a la ecuacion obtenida en el inciso b y obtenega una
ecuacion diferencial para la densidad.

Minimice el funcional de Kohn-Sham

EX[@.@....0]=T[0.0...0]+ V.S 0]+ [ p(r)V (r)dr,

con

N

n[q,@,...@]ﬁ@\—wzm, o)=Y |o(r)

k=1

2
’

sujeto a las condiciones de normalizacion de los orbitales, <(0k | qok> =1, para obtener

KS
la forma explicita de las ecuaciones de Kohn-Sham,

=&@.

(

a) Utilice la ecuacion (20) de la referencia Int. J. Quant. Chem. Suppl. 28, 231
(1994) para demostrar las relaciones de la ecuacion (21).

b) Sustituya A=x; y A=y, en las expresiones anteriores y obtenga las relaciones de
la ecuacion (22).



8. Ecuaciones diferenciales parciales

1.

Resuelva por separacion de variables la ecuacion de Laplace en dos dimensiones

2 2

g Z + Z Zl = 0. Considere todas las posibilidades para la constante de separacion:
X y

a) >0.

b) 1<0.

c) 1=0.

Se tiene un tubo seminfinito con agua. En /=0, el extremo en x=0 se pone en contacto
con una solucion de concentracion fija, 1. Resuelva la ecuacion de difusion

kO?u = ?;; ,en donde u = u(x, t), con las condiciones de frontera
u(x,O) =0, u(O, t) =u,, u(OO,t) =0

Considere una placa seminfinita, 0 < x < o, 0 £ y < b, con temperatura fija en los
bordes: 7=0 en y=0, y=by x — oo ; en x=0, 7(0,»)=Ay).

> . onmy UF . .
a) Muestre que u (x, y) = an s1n7ye b es la solucion estacionaria, con

n=l1
2% . nity
B =— sin——d
=7 ! S (v)sin="-=dy
b) Si f{y)=up=cte., obtenga la solucion estacionaria.

Se tiene una membrana circular de radio @ en un aro que no es plano.

La altura del borde satisface la ecuacion, z (qo) =& (sin @+ 2sin 2(0) . Encuentre la

forma de la membrana.
Aplique la transformacion 4 = cos @ a la ecuacion diferencial
sin Hﬁ(sin o ED') + (,u + Asin’ 9) © =0 y obtenga la ecuacion

diferencial para la funcién nueva M (,u) = @(0).
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a) Muestre que al realizar la separacion de variables de la ecuacion de onda,
2
=t o
c ot

se obtiene la siguiente solucion oscilatoria en ¢,
U(7,t) = u(F) E'_Ae’m + Be |,

en donde w= kc y u es solucion de la ecuacion de Helmholtz.

b) Repita el procedimiento para la ecuacion de calor,
kv =Y
ot

y demuestre que U(7,7) = u(7) CHe

Lleve a cabo la separacion de variables en la ecuacion de Helmholtz, O%u + k*u = 0,
y demuestre que:

a) En coordenadas cilindricas, u(r) = P(0)Z(z)®(¢g), con
P(p)=4J,,(k'o)+BY, (k'0), k*=k>+a
7(z) = B’ + Felo B
d?(qo) =Ce™? + De” ™, g =m?

b) En coordenadas esféricas, u(7 ) = R(r)Ylm (9, ¢), con
R(r) = 4j, (kr) + Bj_, (kr),

en donde jl(x) = ZCJH%(x).



