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El movimiento de una particula bajo el efecto de
un potencial central.

Un potencial central depende tnicamente de la distancia al origen, V' = V(r).
La fuerza tiene la direccion radial, F(7) = —VV = —(dV/dr)7,, en donde 7, es
el vector radial unitario.

Ejemplo A1l. Los potenciales gravitacional y coulémbico tienen la forma
V(r) = &/r. Por lo tanto, son potenciales centrales.

Los vectores iniciales de la posicion y la velocidad definen un plano. Como la
fuerza es paralela al vector de posicion, entonces la aceleracién también esté en el
mismo plano. Asi, el movimiento permanece el plano de la posicion y velocidad
iniciales. Por lo tanto, el problema es bidimensional y sb6lo se necesitan dos
coordenadas, (r1,72).

Para este sistema, es més conveniente usar el sistema de coordenadas polares,

ry=rcosf, ro=rsinb . (1)

Asi, las derivadas con respecto al tiempo (denotadas con un punto sobre la
variable) son

71 =7cos —rOsing , 7y =7rsinf+rfcos . (2)

Las ecuaciones de Newton.

Las ecuaciones de Newton son ecuaciones vectoriales, mi; = ﬁi, que relacionan
a la aceleracién de un cuerpo, 7;, con la fuerza neta sobre dicho cuerpo, F,.
Para el caso de una particula, bajo el efecto de un potencial central, las compo-
nentes cartesianas de los vectores estan en coordenadas polares. Entonces, las
componentes de la aceleracion quedan en la forma

1 = #cosf — 270 sin O — r6? cos§ — rfsin O 3)

P9 = Fsinf + 270 cos 0 — 6% sin 6 + rf cos 0

Finalmente, la ecuacién de movimiento para cada coordenada cartesiana queda
en la forma

f(r) cos @ = m(i cos 0 — 270 sin @ — 62 cos O — rf sin )

f(r) sin® = m(#sin 6 + 270 cos 6 — 762 sin 6 + 6 cos )

(4)

Ambas ecuaciones estan acopladas, pero se separan haciendo combinaciones
entre ellas:

[f(r) cos 0] cos O + [f(r)sinb] sin@ = f(r) = m(# — r6?)

[£(r)sin 6] cos @ — [f(r) cos O] sin® = 0 = m(270 + r6) )
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Las ecuaciones diferenciales de segundo orden para las coordenadas polares
quedan asf,

f:ré%%, %:—22. (6)

La ecuacion diferencial para 6 se integra directamente,
Inf=—2Inr+c, 0r? = const . (7)
Esta condicion es equivalente a la conservacién del momento angular,
L=7xp7=m(0,0,riy —ro71) = (0,0, mr?) = (0,0,1) .

Al sustituir la ecuacion (7) en la (6), se obtiene la ecuacion diferencial para la
coordenada radial,
2, f)
— = 8
mr3 + m (®)
Esta es una ecuaciéon diferencial no lineal.

Las ecuaciones de Lagrange.

En esta formulaciéon de la mecéanica clasica, se debe construir la funcién la-
grangiana o el lagrangiano del sistema, L = T — V. La energia cinética se
obtiene a partir de las componentes de la velocidad, ecuacion (2),

m .
— (7 +7%0%) . (9)

m. . .
T=S01+7) =3

2
Entonces,
L= %(7”2 +r20%) —V(r) . (10)

En la ecuacion (10) solo aparecen las coordenadas polares. Cada coordenada
tiene asociado un momento,

L L .
D = %r =mr, Py = —29 =mr?f . (11)
Asi, las ecuaciones de movimiento quedan en la forma siguiente,
0L - 0L
) L= — = ) = —— = . 12
Pr= o =mrf"+f(r),  pe=55=0 (12)

De la ecuacion para el momento conjugado pg, se tiene que
po = mr20 =1 = const . (13)

Es decir, el momento angular se conserva. Para la variable radial, la ecuacion

de movimiento es )

b= 4 1) (14)

Las ecuaciones de Lagrange, ecuaciones (13) y (14), son iguales a las obtenidas
a partir de las ecuaciones de Newton, ecuaciones (7) y (8). Sin embargo, en el
formalismo de Lagrange, las coordenadas polares son las tunicas variables rele-
vantes. Para obtener las ecuaciones de movimiento, no se necesitan las coorde-
nadas cartesianas.



Las ecuaciones de Hamilton.

El hamiltoniano del sistema, H = ), p;¢; — L, es una funcion de las coordenadas
generalizadas y sus momentos conjugados. Usando las ecuaciones (10) y (11),
el hamiltoniano toma la forma siguiente,

2 2 2 2

Dr Do Dy Dy Pr Py
_ -2 L Vv(ir)= 1% . 15
m P mr2  2m  2mr? +V(r) 2m + 2mr? Vi) (15)

H:pr

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento quedan como,

_ oH_ oy AV OH
br= e T T ar o T T e T (16)
po OH _pr g M _ o

B 3p7‘ S om’ _8])9 T omr?

Ahora, hay cuatro ecuaciones diferenciales de primer orden y son equivalentes a
las dos de Laplace, ecuacion (12). Sin embargo, esta formulacion tiene algunas
ventajas para la integracion de las ecuaciones de movimiento.

La ecuacién del momento conjugado py indica que el momento angular es
una constante de movimiento,

pg =1 = const . (17)

De aqui, que el momento radial, p,, se puede obtener directamente del hamil-
toniano, ecuacion (15), el cual representa a la energia del sistema,

l2
pr\/2mE2mVr2 , (18)

Y al sustituir esta ecuacion en la ecuacién de movimiento para r se obtiene la
ecuacion diferencial para la coordenada radial,

12
mr = \/2mE —2mV — 2 (19)

La integracion de esta ecuacion permite conocer a la funcion r(t). A partir
de ésta, se resuelve para la ecuacion diferencial para la coordenada angular,
ecuacion (16),

l

0=—s; . 20
o (20)
Ejemplo A2. Un potencial atractivo inverso con la distancia.

Un potencial de la forma V(r) = —k/r representa al potencial gravitacional y

al potencial coulémbico. Para este potencial, la ecuacion (19) toma la forma

dr k2
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Figure 1: La orbita de un potencial atractivo inverso con la distancia (panel
izquierdo) y la dependencia de la variable radial con el angulo (panel derecho).

La integracion de esta ecuacion genera la funcion r = r(t) y la subsecuente
integracion de la ecuacion (20) lleva a § = 6(¢). La ecuacion de la trayectoria
en el plano se obtiene de forma directa, mediante la regla de la cadena,

dr drdf dr 7 72 \/ k12
e i — === —\/2mE+2m— — — . 22
& o A8 g T VITETEI TR (22)
La integraciéon de esta ecuacién separable conduce a
%zl—i—ﬁcosﬁ, (23)

en donde « y 8 son las constantes de integracion.

En el caso de las energias negativas (E < 0), la ecuacion (23) representa
elipses, como el ejemplo de la Figura 1. La Figura 2 muestra la dependencia de
las componentes de la energia con el angulo polar.

La forma de la trayectoria depende de la energia. Para una energia negativa,
la trayectoria es una Orbita eliptica; cuando la energia es positiva se obtiene una
hipérbola; mientras que para el caso cero, es una parabola.

Ejemplo A3. Las 6rbitas circulares.

Cuando la orbita es circular, la variable radial esta fija, r = R = const. Por
lo tanto, 7 = 0, p, = 0, p,, = 0 y las ecuaciones de movimiento, ecuacion (16),
quedan en la forma

. l dVv 2
# = —— = const , —_— = 24
mR? dr  mR3 (24)
La condiciéon dada por la segunda relacion en la ecuacion (24) es necesaria para
tener una Orbita circular y representa el balance entre la fuerza radial y fuerza
centrifuga. La ecuacion (24) se integra directamente para la variable angular,

l
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Figure 2: Las componentes de la energia como funcién del angulo polar 6:
cinética (T'), potencial (V') y el potencial efectivo(U).

La magnitud de la velocidad se calcula con sus componentes, ecuacion (2),
02 =TT =7 +73 =% + 2% = R*0* . (26)

Entonces, la velocidad es constante, al igual que el momento angular | = mRuv.
La direccién de la velocidad se obtiene mediante la expresion

1dr?
2 dt

—

= 1"1’/"1 + 7’27.”2 =7rr=

<

(27)

Por lo tanto, en una orbita circular, los vectores de posicion y velocidad son
siempre perpendiculares, -7 = 0. En una orbita eliptica, esto no ocurre. En
general, la velocidad no es constante, como lo muestra la energia cinética en la
Figura 2, ni es siempre perpendicular al vector de posicion,

P = §r3 sinf , (28)
a

de acuerdo con la ecuacion (23).

Ejercicios.

1. Utilice la ecuacién (2) para calcular la energia cinética y verifique que se
obtiene la ecuacion (9).

2. Construya en hamiltoniano a partir de las ecuaciones (10) y (11).

3. Calcule el producto 7 T para el caso de la trayectoria del potencial atractivo
inverso con la distancia. Grafique sus resultados.



