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Sesion #1

Estructura del curso
Objetivos:

Qued alumno:

»  Conozcalos fundamentosy el funcionamiento béasico del sistema operativo UNIX
» Aprendaautilizar las estructuras béasicas del lenguaje de programacion C

* Revisey comprenda el funcionamiento algunos métodos numéricos

» Aplique los conceptos aprendidos para resolver algunos problemas de la quimica

Elementos béasicos del coOmputo

EQUIPO

PROGRAMAS DATOS

Equipo

Procesador central (CPU)

»  Control delacomputadora
*  Proceso de lainformacion

Memoria (RAM)

»  Almacenalainformacion que requiere el CPU
e Programas
» Datos

* No es permanente

Almacenamiento secundario

*  Permanente
» Discos, cintas magnéticas, etc.

Dispositivos de entrada/salida

* Interaccién externa
»  Teclado, monitor, raton, etc.
»  Dispositivos de comunicacién: modem, dispositivo de red, interface para adquision de datos,
etc.
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Programa
*  Conjunto de instrucciones que realizan un fin

Proceso de la programacion
»  Definicion del problema

e Construccion de un algoritmo
»  Escriturade un programa

e Proceso delainformacion

e Andlisisdelos resultados

Algoritmo

»  Estrategia pararesolver un programa
» Definicion clara
*  Proceso redlizable
e Extension o duracion definida (finita)

Compilador

»  Programa que transforma un archivo escrito en un lenguaje de programacion en otro que puede enteder
el CPU (binario)

Proceso de compilacion

archivo compilador archivo
ooodo - 1
fuente objeto
"linker" archivo
ooodo -
gecutable
otros objetos
y _I
bibliotecas
o El compilador detecta errores de sintaxis
Lenguajesdealto nivel
» Lenguaje de programacion que pueden entender las personas
e BASIC
» FORTRAN
« C
e C++
e Pascal
. el
 Enestecurso se utilizard el lenguaje C ya que es muy transportable y tiene aplicacién en muchos
campos

» El archivo fuente esta escrito en un lenguaje de programacion
» Estilosde programacién
e Comentarios (documentar)
*  Mantenimiento de "software"
e Ingenieriade software
» disciplinade escribir programas que puedan ser entendidos y mantenidos por otros
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Interaccién equipo-usuario

sistema
USUARIO 05 shell 05 _ 05 EQUIPO
operativo

Computo cientifico

JL Zachary

Introduction to scientific programming

Computational problem solving using Mathematica and C
Springer, 1998

Tipos de estudio cientifico

Experimental
Computacional Tedrico
Ejemplo: Mecénica
Medicién
de
trayectorias
Solucién Estudio
numérica andlitico
delas delas
ecuaciones soluciones
de Newton

Método de solucién de un problema computacional

Definir e problema

Expresarlo mateméticamente (modelo)
Construir un algoritmo

| mplementacion en la computador a

Analisisdelos resultados

e andlisiscritico

»  confrontacion con el problema
e validacion de los resultados



Sesion #2

Ejemplo: determinacion de la 6rbita de Marte por Kepler

Observaciones
astronémicas
Tycho Brahe
(danés)
1546-1601
Célculo Leyes
dela de
orbita Newton
Johannes Kepler Issac Newton
(aleman) (inglés)
1571-1630 1642-1727

Definicién del problema
* Cadcular ladrbitade Marte apartir de las observaciones astronémicas de Tycho Brahe

Descripcion del modelo

Figura 1. Posicién dela Tierra en intervalos de un afio mar ciano.
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Datos

e afio marciano; 687 dias= (2 x 365 — 43) dias
*  Observaciones astrondémicas de Tycho

Hipotesis
» ladrbitaterrestre escircular
e € Sal (S) no necesariamente se encuentra en € centro del circulo (C)

Modelo

» analizando las posicionesrelativas de laTierra(T, A, B, ...), Marte (M) y el Sol (S), enintervalos
de un afio marciano, es posible determinar la posicion del Sol, respecto a centro, y la érbita de
Marte.

Construccion del algoritmo

Figura 2. Diagrama para la deter minacion de las coor denadas del punto A.

» Setomaladistanciad=MS como unitaria

» Conloséngulos ay [ sedeterminalaposicion delaTierra (A)

*  Serepite la determinacion para otras observaciones, (tridngulo MSB, etc.)

» Conlas coordenadas de, a menos, tres puntos es posible encontrar €l centro de la érbita terrestre
* Lascoordenadas de Marte en diferentes fechas permiten determinar su trayectoria

» Laformade la6rbita se determina haciendo un gjuste

» Latrayectoria permite conocer lavelocidad de Marte

Implementacion

»  Kepler solo tuvo alamano tablas trigonométricas y de logaritmos

* Loscéculoslosreaizé amano

»  Kepler esperabaterminar este trabajo en unos cuantos meses, sin embargo tardo 5 afios, en los cuales
acumul 6 900 paginas de calculos

* Enlaactuaidad, el trabajo de Kepler lo puede realizar una computadora tipica en una noche
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Analisis de los resultados

Fuentesdeerror

» Laincertidumbre en |las observaciones de Tycho

» Laexcentricidad de la 6rbitaterrestre

»  El nimero de cifras reportadas en las tablas de funciones
e Erroresenlos célculosamano

Resultados

» Laorbitade Marte eseliptica
* Laveocidad no es constante

Contribuciones posteriores de Kepler

Con este tipo de trabajo, Kepler formulé sus tres leyes que rigen € movimiento planetario. En 1627
publico las Tablas Rudolfianas, las cuales predecian la posicion de los planetas. Estas tablas fueron 30
Veces mas precisas que las que estaban disponibles en esa época.

La correspondencia del modelo con las obervaciones experimental es fue la mejor confirmacion!

Introduccion al UNIX

Caracteristicas

e multiusuario
*  multitareas

Cada usuariotiene

» clave del usuario (login)

»  contrasefia (password)

e conjunto de permisos

o directorio de entrada (HOME)

Sesiones

e Aliniciar unasesion hay queintroducir el loginy el password
*  Paraterminar unasesiéon hay que teclear el comando exit

e El sistema UNIX distinge mayUsculas de mintsculas

Tiposde archivos

e datos
e gecutables
e directorios

Sistema dedirectorios

» organizacion delos archivos
e discusion detallada en clase (revisar € tutorial de UNIX)
e direccionrelativay absoluta

10
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Ordenes mas comunes

Manipulacion de directorios

cd cambiar €l directorio de trabgjo (sin pardmetros regresa a HOME)
mkdir  crear un directorio nuevo
rmdir remover un directorio

Manipulacion de archivos

Is[-IFg] listalos archivos del directorio actual

cp copiaarchivos

mv mueve archivos (también permite renombrarl os)

rm borra archivos

cat permite ver el contenido de un archivo (no conviene usarlo en archivos binarios)
head muestra las primeras diez lineas de un archivo

tail muestra las Ultimas diez lineas de un archivo

grep permite buscar una secuencia de caracteres en un archivo
sort ordena un archivo alfabéticamente

diff muestra | as diferencias entre archivos

man muestra informacion de una orden del UNIX

»  El nombre de un archivo puede contener |os siguientes caracteres{ a-z, A-Z, 0-9, ,.)

Uso de comodines

Los carateres{*, ?} tiene unafuncién especia en el shell. El simbolo * representa cualquier
combinacion de carateres, asi

I's nont

listard todos los archivos cuyo nombre inicie con las letras nom, mientras que
I's non®?

lista todos los archivos cuyo hombre tiene cuatro caracteres y 1os tres primeros son nom.

Sesion préactica: Manejo de archivos y directorios en UNIX

* Inicioy findeunasesion
»  Practicacon e sistema de directorios
*  Manipulacion de archivos

11
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Redirecciéon en UNIX

Para un programa en UNIX:

entrada salida
odng - programa ooo -

estandar estandar

(stdin) (stdout)

En general, laentrada estandar es €l teclado y la salida estandar es el monitor.

Redireccion de la salida estandar

Suponga que los archivos bibl1 y bibl2 contienen referencias bibliogréficas. En un formato tabular,
cadarenglon tiene a autor en la primera columnay a continuacion tema, editoria y afio de publicacion.

La orden siguiente muestra alos archivos bibl1 y bibl2 en la pantalla, uno detras del otro:
cat bibl1 bibl2

pero
cat bibl1l bibl2 > bibliografia

envialainformacion a archivo bibliografia (y no ala salida estandar). En el gjemplo siguiente, € archivo
autor contiene la misma informacion que bibliografia, excepto que estd ordenada alfabéticamente;

sort bibliografia > autor

Esta forma de redireccidn crea un archivo, si éste no existe, o bien lo remplaza, en caso de existir. Hay
gue tener cuidado ya que a remplazar a archivo, lainformacion que contenia desaparece.

Exsite otraformade redireccion, la cua afiade la salida de un programa a la informacion que ya existe
en un archivo:

date > docunento
cat bibl1l bibl2 >> docunento

En este caso la primerainstruccién envia la fecha a documento y la segunda afiade el contenido de bibl1y
bibl2.

Redireccion de la entrada estandar

Si un archivo contiene toda la informacion que un programatomaria de la entrada estéandar para
funcionar, entonces la orden siguiente permite gjecutar a programa sin necesidad de teclear los datos:

programa < archivo

Encadenado (piping)

Cuando la salida esténdar de un programa puede usarse como entrada para otro programa, a este
proceso se le llama encadenado de procesos. Este se realiza de la manera siguiente:

cat bibll bibl2 | sort > autor

12



Sesion #3 Quimica Computacional

El archivo autor contiene toda lainformacion de los archivos bibl1 y bibl2 ordenada alfabéticamente.

Para obtener todas las referencias de Lenguaje C, ordenadas por autor, se debe teclear:
cat bibl? | grep " C " | sort

Editor de textos vi
El programavi es un editor de pantalla. Para editar un archivo se debe teclear
vi archivo

El programa trabaja en un ambiente que ocupatoda la pantalla. Para salir del programa presione: Esc : q!
cuando no quiere guardar los cambios, o bien: Esc ZZ parasalir y guardar.

Modos del programa vi

M odo de comandos

En este modo inicia el programa. Se pueden borrar lineas o carateres, cambiar un carater por otro,
moverse por €l texto, etc.

dd borraunalinea
X borraun carater

i entraa modo de insercion

o] inserta una linea nueva abajo de la posicion del cursor y entraa modo de insercion
a permite entrar al modo de insercién cuando €l cursor esta al final de unalinea

u deshace €l Ultimo cambio (undo)

Y4 salir guardando los cambios

M odo deinsercién

Permite ingresar texto. Para entrar al modo de insercién, se debe presionar {i, o, a en el modo de
comandos. Para regresar al modo de comados se debe presionar lateclaEsc.

Modo delalineainferior

Dentro del modo de comandos, a presionar latecla: el cursor aparece en laUltimalineadela
pantalla. En ese momento se puede teclar otras instrucciones, por e emplo:

w guardar

q salir

q! salir sin guardar

1 ir alaprimeralineadel archivo
num ir lalalinea num.

$ ir aladltimalineadel archivo

set showrnde  muestraen que modo se encuentra el programa
set number muestra el nimero de cada linea del archivo

set nonumber  dejade mostrar € nimero de linea

13
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set autoi ndent aineael texto que seinserta con lalinea anterior ((til para programar)

La orden set fijala configuracién del programa mientras esta en uso, sin embargo esta configuracion
se pierde a salir del programa. Para mantener |a configuracion durante toda la sesion, utilice la siguiente
orden en el shell csh:

setenv EXINIT "set shownpde autoi ndent”

Sesion practica: Redireccion y edicion en vi
*  Practicar comandos de UNIX
* Redireccion

» Usar el editor vi paracrear y modificar algunos archivos

14
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Cifras significativas

El nimero de cifras significativas de una variabl e observable depende de la precision del proceso de
medicion. Cuando se combinan variables, e nimero de cifras significativas resultantes puede cambiar.

Suma
Si A representa un error absoluto,
a=a A,
b=b A,
cza+b=a +b (A, +A,)=c +A,
A, =max(A,,A,)

por tanto, el nimero de decimales no puede aumentar.

Producto
Si Orepresenta un error relativo (0< 1),
a=a [{1+7,)
b=b, {1+ 5,)
c=alb=(a b)(1£0,)1£4,) = (a ;)| 1% (3, +5,) + 8.5, = ¢, (1% 5,)
3, =max(d,,4,)
asi, el nimero de cifras significativas no puede aumentar.

Sin embargo al hacer una diferencias entre cantidades similares, el nimero de cifras significativas
puede disminuir bruscamente.

Al evaluar funciones mas complicadas, cada caso debe tratarse individua mente. Por ¢ emplo:
X=X *A,
f=e =4[ =gt +et (e*A* —1)
=f,+ 1,05, = f,(1£5,)

o, = max(eA* —ll—e‘A*)

Error por redondeo

El nimero de cifras que se obtiene en una operacion matemética siempre esfinito y depende de las
caracteristicas de la cal culadora

Por gjemplo, s % = 0.3333
¥+ %+ % =0.3333+0.3333+0.3333 = 0.9999

15
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Pérdida de cifras

Al realizar una diferencia entre cantidades de magnitudes similares, hay una disminucion en el nimero
de cifras. Por gjemplo, este problema se puede presentar al resolver una ecuacion cuadrética
ax’ +bx+c=0.S a= 1, b=-320y c = 16, lasraices calculadas con 4 cifras son:
X =3199 y x%=0.1
Mientras que las raices con 6 cifras resultan ser:
X1 =319.950 y x, = 0.0500078
En lasegundaraiz €l error por el redondeo es del 100%.

Propagacién del error

Otro tipo de problema aparece cuando un error gque es pequefio se va acumulando al realizar un
ndimero muy grande de operaciones. A este problema se le denomina propagacién del error y puede llegar a
ser muy grande en algunos casos, como en el g emplo siguiente.

1
Considere ala secuenciade integrales E, = j x"e**dx,conn=0,1,..
0

Al integrar por partes se obtiene unarelacion de recurrencia, E, =1—-nE, ,,con E, =1—-€e™.

Ademss, E _, > E >0.
El clculo de estas integrales en forma recursivay por integracion numérica se presenta en la Tabla
siguiente. La evaluacion recursiva se realizé en una cal culadora truncando |os resultados a cuatro cifras

(calc(4)), y mediante un programa en lenguaje C, usando variablestipo float (32 bits) y double (64 bits). La
integracion nimerica se programé también en C.

Tabla. Célculo de E,, con diferente nimero de cifras decimales

En

n calc(4) float double int num

0 0.6321 0.632121 0.632121 0.632121
1 0.3679 0.367879 0.367879 0.367879
2 0.2642 0.264241 0.264241 0.264241
3 0.2074 0.207277 0.207277 0.207277
4 0.1704 0.170893 0.170893 0.170893
5 0.1480 0.145534 0.145533 0.145533
6 0.1120 0.126796 0.126802 0.126802
7 0.2160 0.112430 0.112384 0.112384
8 -0.7280 0.100563 0.100932 0.100932
9 7.552 0.094933 0.091612 0.091612
10 -74.52 0.050674 0.083877 0.083877
11 820.7 0.442581 0.077352 0.077352

Nota: Los valores de la columna double difieren apreciablemente
de los obtenidos por integracion numérica paran > 15.

En los calculos recursivos, a inicio, la sucesién es decreciente, pero posteriormente el valor absoluto
de los términos crece sin limite, oscilando en signo. Este comportamiento no corresponde con las
propiedades de la sucesion y tampoco se observa en los resultados obtenidos por integracion numérica.

En general, cuando de comparan célculos numéricos con mediciones experimental es debe haber una
compatibilidad entre las cifras significativas y el error numérico.

16
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Programacion en C

Caracteristicas generales

El lenguaje C es un lenguaje de programacién de alto nivel y de aplicacidnes muy variadas. En este
CUrso, su uso principal serd el computo numérico.

Se recomienda definir el estilo de programacién que sera usado durante todo €l curso.

Es muy conveniente incluir tantos comentarios como sea necesario para explicar o que hace un
programa, asi como para aclara algunos puntos clave de |os algoritmos utilizados. También en conveniente
incluir comentarios que le indique a usuario que partes del programa deben ser modificadas cuando se
cambian los parametros o las condiciones mas comunes.

Todo programa contiene una funcion mai n. Al gjecutar €l programa, éste realiza las instrucciones que
se encuentran en lafuncion main.

Las instrucciones pueden extenderse por varias lineas y norma mente terminan en un punto y coma (;).

/
Archivo: hola.c

Este progranma inprine un nensaje de bienvenida.
Su uni co uso es didactico.

* Ok ok ok F F

~

#i ncl ude <stdio. h>
mai n()

printf("Hola, bienvenido al curso.\n");

Variables

Las variables son porciones de la memoria que almacenan informacion. Toda variable tieneun tipoy
un nombre.

El tipo de una variable dependera de la informacion que se desee almacenar. Para nimeros enteros
estdnlostiposi nt y | ong, paravariablesreaes se usan lostiposf | oat y doubl e, paracaracteres de
texto esta el tipo char , etc. Los valores méximo y minimo de estos tipos de variables se deben comentar en
clase.

Para utilizar una variable en C es necesario definirla. A este proceso se le denomina declaracion:

<ti po> <nonbre>;
int i, alumos, unidad;
doubl e di stancia, costo, nmsa, concentracion;

Para que una variable tenga un valor se debe realizar una asignacion. Para esta accion se usa €l
operador de asignacion, =,
int al umos;
doubl e di stancia, concentracion;

al umos = 2;
di stancia = 16. 3492;
concentracion = 1. 023e-5;

Los nombres de las variables pueden contener |etras, nUmerosy el caracter de subrayado, _. Sin
embargo, el primer caracter no puede ser un nimero. El lenguaje C s distingue entre mayUsculasy
minusculas.

17
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Expresiones

Una expresion es una combinacion de variables, operadores y funciones.

Operadores

Los operadores aritméticosson: { +-* / % }, donde % calcula el residuo de la divisién de dos enteros.
Algunos operadores actlan antes que otros, € orden en el siguiente: primero actlia - cuando se usa para
cambiar €l signo, después{ */ %} y a fina { +-}. Cuando hay dos o més operadores con la misma
prioridad, laevaluacion serealiza de izquierda a derecha. Para cambiar el orden de evaluacion se deben
usar paréntesis. Por gjemplo

a+bl/c
(a+b)/ c
al b*c
al (b* c)

Conversion automatica

Al realizar operaciones entre variables de diferente tipo, todas las cantidades se convierten al tipo de
lavariable de mayor tamarfio. Asi, a combinar variables double e int, todas las cantidades se convierten a
double. Sin embargo s se realiza una division entre enteros, €l resultado siempre es un entero. Por giemplo,
1/2 resultaser 0. Si esto no eslo que se quiere, sedebe calcular 1.0/ 2.0 0 1.0/ 2 o bien realizar una
conversion manual: (double) 1/ 2

int i, j;
doubl e coci ente;
cociente = (double) i /j;

Deestaformai se transformaen doubley a dividir, el resultado también es de tipo double.

Sesion practica: Compilacion de un programaen C

» Escribalos siguientes programas con vi y compilelos

/*
* Archivo: esfera.c

*

* Este programa calcula el volunmen y la superficie
* de una esfera e inprime | os resultados.
*/

#i ncl ude <stdio. h>
#define pi 3.14159

mai n()
doubl e radi o, vol umen, superficie;
printf("Este programa calcula el volunen y |a superficie"
' de una esfera.\n");
printf("Radio de |la esfera: ");
scanf ("% f", & adio);

superficie =4 * pi * radio * radio;
vol umen = superficie * radio / 3;

printf("Radio= %\n Volunmen= % Superficie= %\n",
radi o, volunen, superficie);

18
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* ok ok * F

Archivo: sumaent.c

Este progranma cal cula | a suna de enteros consecutivos.
/

#i ncl ude <stdi o. h>

mai n()

}

int maxi no, suna,;

printf("Este programa calcula |a sunma de enteros consecutivos"
" del 1 al n.\n");

printf("Utinm entero: ");

scanf ("%l", &maxinmo);

suma = maximo * (meximo + 1) / 2;

printf("n= %d suma= %\n", maxi n, sum);

»  Escribaun programaque lea el costo de un objeto y latasa de impuesto. Este programa debera
imprimir el costo original, e monto del impuesto y la cantidad total a pagar.

19
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Sistemas numéricos de punto flotante

* Aproximacion al conjunto de los nimero reales

*Sistemafinito

Base decimal

Elementos: X =+mx10°
mantisa: 1<m<10
exponente: €in S €56,

Si P esel nimero méximo de digitos que puede tener la mantisa,
m=a, +8210" +2,102+-+a_,10(*™"
a,=123...,9
a=012..9 (i=12,...,p-1)

entonces ] esta relacionada con error relativo que se comete al representar a un nimero real por un
elemento del sistema numeérico.

Losvalores de €, Y Enax determinan alos nimeros de menor y mayor tamafio que se pueden
representar en el sistema de punto flotante.

Asi, { P, Enin, Emax } definen completamente al sistema numérico.
Ejemplo
Sean{p=1€u=-1 =1}
m=a=123,..,9
e=-1,0,1
x O{1E-1, 2E-1, ..., 9E-1, 1, 2, ..., 9, 1E1, 2E1, .., 9E1, 0, -0.1, ..., -0.9, -1, ..., -9, -10,..., -90}
Erroresde tamafio
NUmeros gque por su magnitud no pueden ser representados por el sistema numérico.
02x02=0.04 <01 "underflow"
50+50 =100 >90  “overflow"
Errorespor redondeo
Representacidn aproximada de un nimero real:

1/3=1E0/3E0 =3E-1

-3m0™
El error relativo de la aproximacion es I% 1
3

- 91EL0‘1| =01=10%
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Base binaria

Elementos: X=+mx2°
mantisa: l1<m<2
exponente: €in S €56,

Si P esel nimero méximo de digitos que puede tener la mantisa,
m=a,+a2" +a,2 %+ +a 2"
a, =1
a=01 (i=12...,p)

Ejemplos

(1L011x27°) = (149 + ¥+ %) x 27> =1375x 2 = 0.34375 = 34375x10""

0.3333=1333x27 = (1010 101 010 011 001 x 2_10) = 0.33324

El programa binary.c genera la representacion binaria de un nimero tipo float.

/
Archivo binary.c
Este progranma genera |l a representaci on binaria
de un nurero real, tipo float.
La mantisa tiene 24 digitos
bi nari os y un exponente con 6 bits.
X = signo * mantisa * 2 " expon
/

I R . T

#i ncl ude <stdio. h>
#i ncl ude <mat h. h>
#defi ne PRECI SI ON 24

mai n()

int i, expon, expabs,
mant i sa[ PRECI SI ON], exponen[ PRECI SI O\ ;
doubl e x, xabs, residuo;

printf("Representaci ¢n binaria de un nunero real.\n");
printf("Nunero real: ");

scanf ("% f", &x);

printf("\n");

xabs = fabs(x);
expon = O;

/* Determ naci 6n del exponente
*

* Se trabaja con el val or absol uto.

* El nunmero xabs se multiplica o divide por 2 hasta que quede
* en el rango 1 <= xabs < 2

*/

if (xabs > 1.0)
whi | e(xabs >= 2)
{
expon++;
xabs /= 2;

}
}
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el se

whi | e(xabs < 1)

{
expon- - ;
xabs *= 2;
}
}
/* Representacion binaria de |a mantisa

*

*

* La representaci on binaria de xabs se al macena en

* el arreglo mantisa.

* Dado que la parte entera sienpre es uno, el bit del
* primer decimal esta en mantisa[0]

*

for (i=0; i<PRECISION ; i++) mantisa[i] = O;
i =0;

xabs -= 1;

residuo = 0.5;

do
if (xabs >= residuo)
mantisa[i] = 1;

xabs -= residuo;

}
i ++;
residuo /= 2;

\};\/nile( (i < PRECISION) && (xabs > 0) );
/

La representacion binaria del valor absoluto del entero

Los digitos se al macenan en orden inverso, el priner

*

*

*

* expon se al macena en el arregl o exponen.

*

* digito ocupa la ultina posicion en el arreglo.
*

expabs = abs(expon);
for ( i=0; i<PRECISION ; i++) exponen[i] = O;

i =0
do

if ( (expabs %2) ==1)

exponen[ PRECISION - i - 1] = 1;
i ++;
expabs /= 2;

\}Alnile( (i < PRECI SION) && (expabs > 0) );

/* lnpresion de |la representaci on binaria
*

La inpresion de la nantisa es directa.

*

printf("%:\n ", Xx);

if (x <0) printf("-");

printf("1.");

for ( i=0; i<PRECISION ; i++) printf("%dd", nantisalil]);

/* Para el exponente, se salta |los ceros iniciales. */

printf(" E");

if (expon < 0) printf("-");

if (expon == 0) printf("0");

i =0;

while ( (exponen[i] == 0) && (i < PRECISION) ) i++
for (; i<PRECISION ; i++) printf("%d", exponen[il]);
printf("\n");
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Este programa produce |os siguientes resultados:

Representaci 6n binaria de un nunero real.

-1. 000000e+000: -1.000000000000000000000000 E O
. 000000e-001: . 000000000000000000000000 E -1
. 000000e- 001: .100110011001100110011001 E -100
. 333000e-001: .010101010100110010011000 E -10

L1111111112111111111111110 E 1111111
.111111111121211111211111111 E -1111111

. 402823e+038:
. 175494e-038:

PWWEFE O
RPRRPRPP

Determinacion del radio de la Tierra
Método de Eratostenes (~ 225 AC)

I nformacion

Al medio dia del primer dia de verano, en Siena (hoy Assuan), unavaravertical no genera sombra
sobre el piso.

En Alegjandria, el ahgulo que formael sol con lavertical en aproximadamente 1/50 de circulo.

De acuerdo con las mediciones de esa época, la distancia entre Algjandriay Assuén es
aproximadamente 5000 estadios, una unidad cuya longitud es desconocida.

P
Algjandria
a
R d
a
Assuan
R
Figura 3. Esquema parala determinacién del radioterrestre.
Referencias

C Sagan, Cosmos, Random House, ch. 1, New Y ork (1980)
JJeans, Historia dela Fisica, FCE, pp. 110-111, México (1982)
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Alcance visual

Figura 4. Alcance visual.

Para un observador, situado a una altura h sobre la superficie de una esfera, €l punto més lejano que
puede observar esta a una distanciad del punto de referencia. Para determinar €l alcance visual se requiere
conocer €l radio de la Tierra. Busque esta constante en la literatura.

Sesion practica
» Utilice el programa binary.c para examinar la representacion binaria de algunos nimeros reales.
»  Escribaun programa que determine el radio terrestre, usando el metodo de Eratostenes.
» Utilicelos datos originales.
»  Recuerde que lafuncién double sin(double x) requiere que el argumento esté en radianes.
*  Enqué unidades se obtiene el resultado?

» Deunatlas, ladistancia aproximada entre Assuan y Algjandria es 840 km. Cudl esla
estimacion del radio con este valor?

e Compare susresultados con el radio de la Tierra. (No olvide usar solo las cifras que son
significativas.)
» Discutalaslimitaciones del modelo

»  Escribaun programa que determine el alcance visual. Verifique su programa con algunos casos
l[imitey calcule el acance visual con ejemplos representativos.
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Error numérico en las raices de una ecuacion cuadratica
Considere una ecuacion cuadrética con raices reales,

ax’* +bx+c=0 ,

en donde el discriminante es positivo,

A=b*-4ac=0
En este caso lasraices son
X, = -b+d y X, = -b-d '
2a 2a

en donde
d=+vA =+b*-4ac=0

Cuando b* >>|4ac] , d=|b , y,enagunadelasdosraices, e numerador ser& muy pequefio,

Al realizar una diferencia puede presentarse la pérdida de cifras significativas, por lo que € error numérico
serd mucho més grande en alguna de las dos raices.

Método para minimizar el error numérico

Dado que b = sgn(b) 0| . Laférmula general toma laformasiguiente,

—|bj+d
X =sgn(b |— :
sgn(b) —_
y en el calculo de unaraiz no aparece una diferencia de cantidades,
b|+d
r, =—sgn(b loj+d
1 = —sgn(b) =

La ecuacion cuadrética puede factorizarse utilizando sus raices,

b
ax’ +bx+c=a(x2 +EX+§) =a(x-1)(x-1) =dx* = (r, +r,)x+r5,] .

Porloque C=arr,,y
= C
2 arl

Asi, en el célculo delas dos raices no se evalUan diferencias.
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El programa quad.c calculalas raices reales de una ecuacion cuadrética por ambos métodos.

/

cuadrati co.

Archivo: quad.c

Este progranma calcula | as raices de un polinom o

Esta limtado a polinom os con rices reales.
Las raices se cal cul an usando I a fornula general
y por el procedimento que mmmza el error

por redondeo.
/

¥k ok ok k ok ok X F

#i ncl ude <stdio. h>
#i ncl ude <mat h. h>

mai n()
float a, b, c, discr,

x1, x2, rl, r2,
f1, f2;

printf("Progranma para resolver ecuaci ones cuadraticas\n");
printf("de la forma: a* x*

printf(" a: ");
scanf ("% ", &a);

printf(" b: ");

scanf ("%", &b)
printf(" c: ");
scanf ("% ", &c);

discr =b *b- 4%* a* c;

if (discr < 0)

X + b*x + ¢

o\n");

printf("E discrimnante es negativo y |las raices son conplejas!\n");

el se

{

/* evaluacion de la raices con la fornula general

di scr = sqgrt(discr);

x1 =0.5* (-b + discr) /
x2 = -0.5* (b + discr) /
fl=a*x1*x1+b=* xl
f2a2 =a* x2* x2 +b* x2
printf(" x1= % \t f(x1)=
printf(" x2= % \t f(x2)=

/* mnimzacion del error

tap

C;
+ C;
%\ n", x1
%\ n", x2,

numerico */

rl =- 0.5 * (fabs(b) + discr) / a;

if (b<0)rl*=-1,;

r2 =c/ (a* rl);
fl=a*rl*rl+b=*rl+c;
fa2=a*r2*r2+b*r2+c;
printf("\nril= % \t f(x1)= %\n", ri,
printf( " r2= % \t f(x2)= %\n", r2,

}
}

, f
f

1);
2);

El programa anterior utiliza variablestipo float para hacer més evidente el error numérico.

A continuacion se muestran algunos ejemplos en donde el error numérico es apreciable. Para cada
conjunto de coeficientes, el primer bloque representa las raices calculadas con laférmula general, mientras
gue el segundo utiliza el método presentado en esta sesion.
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Progranma para resol ver ecuaci ones cuadraticas

de la forma

a*x*x + b*x + ¢ ==0

a1

b: 200000

c. -3
x1= 0. 000000e+000
x2= -2.000000e+005

x1= -2.000000e+005
x2= 1.500000e- 005

a: 1

b: -16340

c: 2

x1= 1. 634000e+004
x2= 4.882813e- 004

x1= 1. 634000e+004
x2= 1.223990e- 004

a. 2
b: -400000
c: -1

x1= 2. 000000e+005
x2= 0. 000000e+000

x1= 2.000000e+005
x2= -2.500000e- 006

a: 5

b: 800000

c: 2
x1= 0. 000000e+000
x2= -1. 600000e+005

x1= -1.600000e+005
x2= -2.500000e- 006

a 1

b: 2000

c: -0.25
x1= 1.220703e-004
x2= -2.000000e+003

x1= -2.000000e+003
x2= 1. 250000e- 004

f(x1)= -3.000000e+000
f(x2)= -3.000000e+000

f(x1) = -3.000000e+000
f(x2)= -7.556137e- 008

f(x1)= 2.000000e+000
f(x2)= -5.978516e+000

f(x1)= 2.000000e+000
f(x2)= -6.517043e- 008

f(x1)= - 1.000000e+000
f(x2)= -1.000000e+000

f(x1)= -1.000000e+000
f(x2)= -2.524962e- 008

f(x1)= 2.000000e+000
f(x2)= 2.000000e+000

f(x1)= 2.000000e+000
f(x2)= 5.055550e- 008

f(x1)= -5.859360e-003
f(x2)= -5.859360e- 003

f(x1)= -5.859360e- 003
f(x2)= -1.604470e- 009

En todos | os casos se puede ver que una de las raices, la de mayor valor absoluto, esidénticaen ambos
métodos, ya que las operaciones realizadas son las mismas. Sin embargo, cuando se evalUalafuncion en la

segundaraiz, se observa que € valor absoluto de la funcién es mucho menor.

Proyecto #1: Simulacion de una titulacion acido-base

Paralatitulacién de un volumen V, de un &cido débil, de concentracion C,, con una base fuerte, de

concentracion Cy, se tienen las siguientes relaciones estequiomeétricas,

HA + OH" 0., A+ HO
inicio Ny n, =C,V,
se afade Np n, =C\V,
reacciona ang an, O<acx<l
equilibrio n,—an, (1-a)n, any

Dadoque V =V, +V,, enel equilibrio se satisface la expresion parala constante de equilibrio:

27



Sesion #6 Quimica Computaciona

Ny

_[A] YV _a v

K= = =
[HAJOH™| n.—am, (1-g) 1-an,-am,
Vv Vv

Esta expresion se reduce a una ecuacion cuadradtica para a . La ecuacion presentadosraicesrealesy lade
menor valor absoluto se encuentraentre Oy 1.

pH

16+

1 Vb/Va

1 2

Figura 5. Curvasdetitulacion para diferentes 4cidos débiles. Las
graficas estan calculadas con Ca = Cb = 0.01M

Sesion practica
»  Escribaun programa para simular latitulacion acido-base descrita anteriormente.

» Utilice el programa para generar los datos que le permitan graficar las curvas de titulacion de
acidos débiles con K, = 1E-2, 1E-4, 1E-6.

» El programadebe leer K;, Cq, Va, Co, V, €imprimir V,, y €l pH de la solucion en el equilibrio.
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Operadores

En el lenguaje C se tienen los siguientes operadores para establecer condiciones:

> mayor que
< nmenor que
>= mayor o igua
<= menor o igua
== i gual que
I = diferente

Asi, una condicion puede falsa o verdadera. Por gjemplo, si x = 0, entonces,

fal so
fal sa
ver dader o
ver dader o
ver dader o
fal so

X X X X X X
= I ANV AV
I n
[eNe]
oOooo

Para combinar dos o més condiciones se usan |os operadores |4gicos:

&& y (AND)
[ o (R

Laexpresion ( condl && cond2 ) seraveraderasolo s ambas condiciones son verdaderas, en cualquier
otro caso, la expresion esfalsa. Por otraparte, ( condl || cond2 ) esfalsasdlo s ambas condiciones son
falsas, en otro caso, la expresion es veradera.

El operador de negacion cambia el valor de una expresion, esto es, a una condicion veraderala vuelve
falsay viceversa,

! negaci 6n
El orden de g ecucion de estos operadores, junto con los operadores aritméticos, es el siguiente;
(-, {7 %y, {+-}, {<<=>>=}, {=1=}, {&}, {]||}

Estructura if

Laestructuraif permite realizar conjuntos de operaciones diferentes dependiendo del valor de una
condicion. Por gjemplo, €l programa quad.c de la sesion #6 calcula las raices de la ecuaciOn cuadratica
cuando el discriminante es positivo, ya que, en caso contrario, el programa no puede evaluar laraiz
cuadrada de un nimero negativo.

Existen tres formas de usar la estructura if y se muestran a continuacion;

/* estructura if con una sola opcién */

if( condicion)

{
}

/* estructura if con dos opci ones posibles */

/* este bloque se ejecuta solo cuando condi ci on es veradera */

if( condicion)
/* este bloque se ejecuta cuando condicion es veradera */
el se

{

/* este bloque se ejecuta cuando condicion es falsa */
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}

/* estructura if con nas de dos opci ones */
if( condl)
/* este bloque se ejecuta si condl es es veradera */

else if( cond2 )

{
/* este bloque se ejecuta si condl es fal so, pero cond2 es veradera */
}
el se
/* este bloque se ejecuta cuando todas | as condiciones anteriores son fal sas */
}

Cuando se tienen varias condiciones es preferible programar estructurasif dentro de otras estructuras
if (condicionales anidados). Por gjemplo
/* ecuacion cuadratica: a * x * x + b * x + ¢ == */
if(a==0)
{ . . . .
/* la ecuacion no tiene term no cuadratico

si b !=01la ecuacion es lineal y tiene una raiz rea
si b == 0 se deben analizar |as posibilidades

estas posibilidades se pueden progranmar con una
estructura if

L A

~

el se
/* si discrimnante < 0 se tienen raices conplejas
* si discrimnante > 0 se tienen raices real es diferentes
* si discrimnante == 0 se tienen dos raices reales iguales
*
* en este caso hay tres opciones, se puede optar por la
* tercera forma de la estructura if
*/
}

Estructura switch ... case

Cuando una expresién puede tomar sélo un conjunto de valores bien definidos (normal mente de tipo
int, long o char), la estructura switch es de gran utilidad:

/* estructura switch ... case */
swi tch( expresion )

case valorl
/* este bloque se ejecuta cuando expresion == valorl */
br eak;

case val or2
/* este bloque se ejecuta cuando expresion == valor2 */
br eak;

defaul t:
/* este bloque se ejecuta cuando expresion es diferente de
* todos | os val ores que aparecen previanmente */
br eak;

}
Lainstruccion bresk permite salirse de la estructura switch.

30



Sesion #7 Quimica Computaciona

Sesion practica
Escriba un programa que resuelva una ecuacion delaforma ax? + b x + ¢ = 0.

Este programa debe tomar en cuenta todos los valores posiblesde a, by ¢, imprimir los mensajes
adecuados para cada caso y calcular correctamente la o las soluciones.

Resuelva manual mente |os casos siguientes y uselos para verificar que el programa funciona
correctamente.

P OPFPOOFr O|IO

1
=

PRRRPRPRPLRORFROOO|Y
w R

NNNOORFREFLROPRFR OO|T

I
w
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Ciclos

Un ciclo es una estructura que permite repetir un conjunto de instrucciones. En el lenguaje C hay tres
estructuras para ciclos.

Estructura for

Laestructura for se utiliza pararealizar un nimero determinado de repeticiones. En esta estructura se
requiere de una variable de control (normalmente de tipo int) que se utiliza como un contador.

/* sintaxis de la estructura for */

for( valor inicial ; condicion de permanencia ; canbio en la variable de control)
{
/* este bloque se repite mentras |la variable de control cunpla con

* | a condicion de permanencia

*

* al entrar a la estructura for, la variable de control toma el valor inicial

*

* cada vez que se llega al final de la estructura, |la variable canbia

* de acuerdo con el canbio descrito en la ultima parte de la prinera |inea

*

~

}

/* ejenplo: el ciclo inprime 10 estrellas */
for( i =0; i <10 ; i++ ) printf("*")

/* ejenplo: el ciclo inprinme 4 estrellas */
for( i =0; i <20 ; i +=5) printf("*")
/* ejenplo: el ciclo inprime 5 estrellas */
for( i =5; i >0 i--) printf("*")

Si lacondicion esfalsaal iniciar laestructurafor, € blogue de instrucciones no se gjecutarél

Estructura while

La estructura while repite un bloque de intrucciones mientras que una condicion sea verdadera. Esta
estructura no requiere de una variable de control.

/* sintaxis de la estructura */
whi | e( condicion )

/* este bloque se repite mientras que condicion sea veradera */

}

/* ejenplo: el ciclo inprine 5 estrellas */

i =0
while( j < 20)
printf("*")
i+
}
Si lacondicion esfalsaa entrar alaestructurawhile, el bloque de instrucciones no se gjecutard!

Estructura do...while

Laestructura do...while permite realizar ciclos en los que la condicion serevisaal final.
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/* sintaxis de la estructura do...while */

do

/* este bloque se ejecuta mentras que condici 6n sea veradera */

} while( condicion );

/* ejenplo: el ciclo inprinme 5 estrellas */

printf("*");
j++
} while (j <5);

Como la condicion se prueba al final, el bloque se gjecutard al menos una vez!

Ejemplos

/* eval uaci on de un factorial usando las tres estructuras */

int j, factorial, n;
n=1

factorial = 1;
for(j =2; j <=n; j++) factorial

factorial = 1,
=2
while( j <= n)

factorial *=j;
j ++

}

factorial = 1,
i =1
do
U
|+
factorial *=j;
}owhile( j <n);

/
Archivo: sunmain.c

* ok ok * F

/
#i ncl ude <stdio. h>
mai n()

int i, n, sung;

=

Este programa sunma | os enteros desde 1 hasta n.

printf("Este programa suna | 0s enteros consecutivos desde 1 hasta n.\n");

printf("n =");
scanf ("%", &n);

suma = 0;
if (n>0)

for( i =1; i <=n; i++) suma +=i;
printf("n= % suma= %\n", n, sum);

el se
printf("n = %\ n"

"n debe ser mamyor que cero!\n",

n);
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/* nodificacion al progranma de titulacion aci do-base */

/* lectura de Ca, Va, Ka, Cb */
do

{
printf("Volumen de base (en L): ");
scanf ("% f", &Vb)
if( Vb >=0)
{

/* calculo del pH */
printf("Para finalizar use un valor negativo.\n")

} while( Vb >= 0 );

/* tabla de potencias de a */

x =1.0
for( j =1 j <=n; j++)

X *= a;

printf("ar%= %\n", j, X);
}

Sesion practica

e Utilicee programa sumain.c . Incremente ny observe que ocurre cuando el valor de lasuma
excede el valor del entero méaximo. Discuta sus observaciones.

Este programa sunma | 0os enteros consecutivos desde 1 hasta n

n=20

n debe ser nayor que cero
n=1 suma= 1

n= 4 suma= 10

n= 10 suma= 55

n= 100 suma= 5050

n= 1000 suma= 500500
n= 64000 suma= 2048032000
n= 128000 sunma= -397870592

»  Escribaun programa para calcular 1a suma de n términos de una progresién geométrica,
1+a+a’+-+a"".

» Paraverificar susresultados, incluyalaimpresién del valor exacto de la suma parcial.

e EvalGelasumacona= 2y a=0.5. Comente larelacion de estos resultados con la
representacion binaria de un nimero.

n 1
»  Escriba un programa que calcule la sumade n términos de la progresion arménica, Zj o

j
o Utiliceunavariabletipo float paralasuma

» Lassumas parciales de la progresion armonica crecen indefinidamente, sin embargo, por usar
unavariable tipo float, llega un momento en que la suma deja de crecer a pesar de que se
afiaden més términos.

* Relacione este comportamiento con e error de redondeo y sugiera una opcidn para minimizar
el problema.

» Al usar lafuncion printf paraimprimir nimero reales puede usar %f (imprime 6 decimales), %e
(imprime en notacién cientifica) o %g (el programa elige representacion la mas corta entre %f y
%e). Se puede controlar €l espacio total a utilizar por lavariabley € nimero de decimalesa
imprimir: %(espacio total).(decimales)(tipo de impresion) . Por gjemplo %13.5e imprime un real
en un espacio de 13 caracteres, con 5 decimales, y en notacion cientifica. Practique estas formas de
impresion en sus programas.
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Funciones

En el lenguaje C, una funcién es un conjunto de instrucciones agrupadas bajo un nombre. Las
funciones puden verse como programas dentro de un programa.

En general, los compiladores incluyen un conjunto de bibliotecas estandar que contienen muchas
funciones. Por ejemplo:
printf("Hola\n")
sqrt( b * b - 4* a* c)
log ( c_OH)

En particular, main() es unafuncion, eslafuncién que se gjecutaal iniciar un programa.
A laaccion de gjecutar las instrucciones de una funcion se le denomina llamada de una funcion.

Lamayoria de las funciones requieren de algunos parametros para realizar su cometido, alos
pardmetros se les denomina argumentos. Los argumentos de una funcion se especifican dentro de un
paréntesis. Cuando unafuncién no requiere de argumentos, los paréntesis quedan vacios como en main().

Muchas funciones regresan un valor cuando son llamadas, sin embargo no todas lo hacen. Al
programar una funcion se debe decidir s ésta debe regresar o no un valor. Por giemplo, si se g ecuta sgrt(x)
lafuncién sgrt regresa un nimero de tipo double. Una funcidn que calcula la distancia que hay desde el
origen del sistema de cordenadas hasta un punto del espacio R®, requiere de tres argumentos reales (x, y, z),
y debe regresar un nimero real.

Declaracién de una funcién

Al igual que las variables, las funciones deben declararse antes de usarse. A ladeclaracién de una
funcion se le llama prototipo de lafuncién. El prototipo indica €l tipo de resultado que se regresa al gjecutar
una funcién, el nombre de lafunciény, entre paréntesis, el tipo de cada argumento:

/* prototipo de una funci6n

* <tipo de resultado> <nonbre>( <tipo de cada uno de | os argunentos> )
* por ejenplo
*/

doubl e sqrt( double )

doubl e di stanci a( double, double, double )

int maximo( int, int);

voi d pausa(int)

char getch(void)

Una funcion es de tipo void cuando no regresa ningin valor. Cuando la lista de argumentos es void, la
funcién no requiere de ningln argumento.

L os prototipos de las funciones de un programa deben estar antes de la funcién main().

Definicidn de una funcidén

Las funciones se definen fuera de main(). Las instrucciones que forman una funcién estan delimitadas
por llaves, a igual que main(). Siempre que sea necesario, se pueden declarar variables dentro de una
funciény éstas son variables locales, esto es, silo existen dentro de lafuncion que las declard.

/* definicioén de una funcién

*

<ti po> <nonbre>( <tipo y nonbre |ocal de cada argunento> )

bl oque de instrucciones

}

*
*
* decl araci 6n de vari abl es | ocal es
*
*
*

/
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/* ejenplos */
doubl e di stanci a( double x, double y, double z)
doubl e r2;

r2=x*x+y*y+z*z,
return sqgrt(r2);

}
int maxim( int a, int b)

if(a>b) return a;
el se return b;

}

Note que en ladefinicién de lafuncidn no hay un punto y coma en la primeralinea, a diferencia del
prototipo, el cual termina con punto y coma. Una funcién es como un subprograma.

Cuando una funcién debe regresar un valor, ladefinicion de la funcidn debe incluir a menos una
instruccién return. Cuando la funcién encuentra unainstruccion return, lafuncion termina, se evallala
expresion que se encuentra ala derecha de return, y regresa el valor de la expresion calculada.

Llamada de una funcién

Una funcion puede ser Ilamada por main() o por cualquier otrafuncion. Lallamadaincluye el nombre
y los argumentos dentro del paréntesis. Los argumentos pueden ser expresiones.
max = maxi m( j, 25);
printf("d= %g\n", distancia(x1l - x2, yl - y2, z1 - z2) );
El valor de cada argumento se copia en unavariable local, por 1o que una funcién no cambialas
variables. Las variables |ocales sdlo existen dentro de lafuncidn que las declara, asi, ain cuando haya
variables con nombres iguales dentro de varias funciones, estas variables son independientes.

Una funcion incluso puede [lamarse asi misma. A este tipo de funciones se les llamarecursivas. Si se
define una funcidn recursiva, debe tenerse el cuidado de incluir una condicion que finalize el proceso, ya
que en €l caso contrario el programa se quedaria indefinidamente gjecutando llamadas a la misma funcion.

Variables globales

Cuando varias funciones requieren accesar a un mismo conjunto de variables, y enviarlas como
argumentos es muy complicado, una posibilidad consiste en declarar a estas variables como globales.

Las variables globales pueden ser accesadas y modificadas en cualquier parte del programa. Se
recomienda evitar enlo posible e uso de variables globales, ya que la posibilidad de que cualquier funcion
las pueda modificar hace més complicado €l proceso de deteccion de erroresy requiere de mucho més
cuidado en la programacién de las funciones. Por otro lado, cuando una funcién requiere de variables
globales, a transportarla a otro programa requerira también de las mismas variables globales.

Integracion numérica

b
Para una funcion matemética f(x) no negativa, laintegral definida J- f(x)dx representael areabajo
a
lacurvay =1f(x) y limitadapor lasrectasx=a y x=Dh.

Existe unainfinidad de integrales que no se pueden representar como una combinacion finita de
funciones elementales, en este caso una opcion para evaluar estaintegral consiste en obtener una
aproximacion numérica del area. Otro caso en que es Util laintegracién numérica ocurre cuando sdlo se
tiene una tabla de valores de lafuncidn, ya sea por que provienen de mediciones, o bien, porque es muy
complicado calcular los valores.
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Aproximacion rectangular

En esta aproximacion se hace una particion del intervalo [a, b] y en cada particion el area se aproxima
por la superficie de un rectangulo.

y /ﬂr—
P
/
i) [
- =
L A
/
X
a b
x0 x1 X2 x3 XN
x1* X2* X3* xn*

Laaltura de cada rectangulo corresponde al valor de lafuncion en el punto medio, f, = f (XiD) , en

donde XiD = %(Xi +X —1) . Dado que la particion es uniforme, la base de todos los rectangulos es igual,

a .
h = —— ylaposicion delas particiones estadadapor X, = a+1ih. Asi, el areade unaparticion
n

puede escribirsecomo A = h[f"” = hf(a+ [i —%]h) y laintegral puede aproximarse por
n n n

f(x)dx=Y. A =h> f”=hY f(a+(i-3)h).

i=1 i=1 i=1

QD C—y T

Aproximacion trapezoidal

En la aproximacion trapezoidal, se hace una particion similar aladel método rectangular, solo que el
area de cada particion se aproxima por la superficie de un trapecio.

El &reade un trapecio esta dada por A Z%hE[]fi + fi_l],endonde f = f(Xi) y X, =a+ih.

1
Por lo que la aproximacién trapezoidal alaintegral tomalaforma

jbf(x)dxzzn:A :%hi(fi + 1) :g(fo +2n§ f + fnj.
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y /
()
X
a b
x0 x1 XN

Aproximacion paraboidal (regla de Simpson)

En las aproximaciones anteriores, dentro de cada particion el integrado fue remplazado por funciones
constantey lineal, esto es, polinomios de grado cero y uno. En un siguiente nivel, se usara un polinomio
cuadrético. Para determinar una pardbola se necesitan tres puntos, asi que por cada dos particiones se usa
una funcién parabdlica. Por estarazon, el nimero de particiones debe ser par.

y

el

f(¥)

-

x0 x1 X2 XN
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Por cada tres puntos consecutivos de la particion, {(Xi_z, fi_z),(xi_l, fi_l),(x. f, )} , pasaun

17 71
polinomio cuadrético, P,(x) = Ax? + Bx + C. Unavez que A, By C han sido determinadas, e area
bajo la parébola se determina por integracion,

X

X

X; 3 2 h
A= J.xi,z(AXZ + Bx+C)dx = (A%+ B?+ij :g(fi_2 +4f 4 1),

Xi-2

Asi, laregla de Simpson toma laforma
b

| f(x)dng(fo +Af +f, + f, Af e f A+ )

a

et et ol 4 s, )
en donde n debe ser par.

Sesiodn practica

»  Escriba un programa que aproxime laintegral de unafuncion con el método de rectangulos. Utilice
una funcién pararealizar € célculo de laintegral y otrafuncion parael integrando.

/
Archivo: int_rec.c
Programa para integrar |a funcion integrando(x)
usando rectangul os (punto nedio).
Este programa usa funciones.

/

Ok ok k% ok Ok

#i ncl ude <stdi o. h>
#i ncl ude <mat h. h>

doubl e integrando( double);
doubl e rectangul ar( doubl e, double, int);

mai n()

double a, b, integral;
int interval os;

printf("lntegraci on nunmerica. Aproxi maci on rectangular.\n");
printf("Limte inferior: ");

scanf ("%f", &a);

printf("Limte superior: ");

scanf ("% f", &b);

printf("Nunero de intervalos: ");

scanf ("%l", & nterval0s);

integral = rectangular( a, b, intervalos);

printf("n= %5d integral= %6.8e\n", intervalos, integral);

e Cdculelaintegral aproximadacon 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, ... intervalos, hasta que el valor de la
aproximacién yano cambie.

e Paraprobar su programause lafuncién f(X) =gn? ( X) , integrando en losintervalos [0, 1]
y [0, 7. Compare los resultados numéricos con €l valor exacto de laintegral,

jbgnz(x)dx =i(b-a)-%(sn2b-sin2a).
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sin(x)"2

*  Repitael mismo procedimiento para: J.Olexp(—xz)dxl J._llexp(—xz)dx, Jjﬂdx
J'_llVl—deX, J._%'n xdx, J'Oléosxdx.

* Afadaal programaanterior dos funciones. Una que aproxime laintegral usando trapeciosy otra
gue utilice laregla de Simpson. Calcule nuevamente las integrales del problema anterior y
compare la eficiencia de cada método.
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Resolucion de ecuaciones no lineales

Si f(x) esunafuncidn no lineal, alosvalores x =r que satisfacen laecuaciéon f(r) =0, seles
denominaraices (o ceros) de lafuncion f.

Método de biseccion

Si f esunafuncién continuaen € intervalo [a, b] y f(a) f(b) < 0, entonces existe, a menos, un punto
ri [a, b] tal que f(r) = 0.

y

f(¥)

x1

Xm X2

Dado un intervalo que contiene alaraiz de lafuncion, e método de biseccion consiste enir
reduciendo el tamario de dicho intervalo, partiendolo ala mitad, hasta que la longitud del intervalo sea
menor que el maximo error permitido.

Si laraiz se encuentraen € intervalo [Xl,xz] , con el punto medio, X, = %(Xl + X2) , se forman

dos intervalos de la mitad del tamafio del original, [Xl, Xm] y [Xm, X2] . Solo resta determinar en cual de
ellos se encuentralaraiz, paraello basta con analizar € signo de lafuncion en los extremos.

Considere el siguiente ejemplo. Sea f(X) = x* + x—3,dadoque f(1) =-1y f(2) =3,
entonces existe al menos unaraiz en el intervalo [1, 2]. Sea 0.001 &l error maximo que se permite en laraiz.
El método de la biseccion se aplicade lamanerasiguiente: X, =15y f, = f(xm) =0.75.End

intervalo [1, 1.5] la funcion cambia de signo, por lo tanto laraiz se encuentraen [1, 1.5]. Los resultados de
las estapas siguientes se presentan en forma tabular.
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et apa x1 fl X2 f2 Xm fm | x2 - x1]
1 1. 00000 -1. 00000 2.00000 3. 00000 1. 50000 +0. 75000 1. 00000
2 1. 00000 -1. 00000 1. 50000 0. 75000 1. 25000 -0. 18750 0. 50000
3 1. 25000 -0. 18750 1. 50000 0. 75000 1. 37500 +0. 26560 0. 25000
4 1. 25000 -0. 18750 1. 37500 0. 26560 1.31250 +0. 03516 0. 12500
5 1. 25000 -0. 18750 1.31250 0. 03516 1.28125 -0.07715 0. 06250
6 1. 28125 -0.07715 1.31250 0. 03516 1.29688 -0.02124 0. 03125
7 1.29688 -0.02124 1.31250 0. 03516 1. 30469 +0. 00690 0. 01563
8 1.29688 -0.02124 1. 30469 0. 00690 1. 30079 -0.00717 0.00781
9 1. 30079 -0.00717 1. 30469 0. 00690 1.30274 -0.00013 0. 00390
10 1.30274 -0.00013 1. 30469 0. 00690 1.30372 +0. 00341 0. 00195

En este caso, laraiz se encuentraen € intervalo [1.30274, 1.30372]. Dado que la funcidn esun
polinomio cuadrético, la raiz puede obtenerse usando laférmula general, o bien el procedimiento descrito
enlasesion #6. Asi r = 1.30278.

El algoritmo del método de la biseccion se puede escribir en laforma siguiente,

x1l = a
X2 = b
fl1=1f(x1)
f2 = f(x2)

whil e( fabs(x2 - x1) > error )

0.5 * (x1 + x2);
f(xm;

X2 = Xxm
f2 =fm

}

el se

{
x1 = xm
fl=1fm

Este método siempre encuentra una raiz, aunque puede requerir de muchas etapas para a canzar la
precision deseada. Por ejemplo, seal, lalongitud del primer intervalo, después de n etapas la longitud del
intervalo que contiene alaraizes 1o 2". Si £esel error méximo, entonces |, 2" < &, y e nlimero de
iteraciones serd n > log(ly/ €) /1og 2. En e gjemplo anterior, | = 1, £= 10°, por lo que n > 9.96; para una
precision mayor, por gjemplo £= 10", serequiere n > 32.

A continuacion se presenta un método de requiere de menos etapas para alcanzar la misma precision,
sin embargo en el método nuevo no hay garantia de encontrar laraiz.

Método de la secante

El método de la secante requiere de dos puntos iniciales que estén cercade laraiz. Con estos puntos
(X1 Y x2) €l método construye unarecta secantey estimalaraiz (x.). Dado que lafuncidn no necesariamente
coincide con la secante, x;,, N0 es unaraiz de la ecuacion, por lo que se descarta x; y se repite el
procedimiento con X, Y Xm.

En general, el método de la secante converge mucho més rapido que el de la biseccidn. Note que no es
un requisito que la funcién tenga signos diferentes en los puntos de inicio.
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f(3)

x1
Xm

X2

Por ejemplo, parala misma funcién del gjemplo anterior, se obtiene los resultados siguientes,

x1
0. 00000
1. 00000
1. 50000
1.28571

AWNPRPT

X2
1. 00000
1. 50000
1.28571
1.30189

xm fm
1.50000 7.500e-001
1.28571 -6.122e-002
1.30189 -3.204e-003
1.30278 1.524e-005

| x2 - x1
1. 000e+000
5. 000e- 001
2.143e-001
1.617e-002

Asi, después de cuatro iteraciones se obtiene unaraiz, r = 1.30278, con un error maximo de 0.001. Observe
gue en este caso laraiz no se encuentra entre [os puntos iniciales. Paralos mismos puntos que se usaron en
el método de la biseccidn, se obtiene la misma raiz después de cuatro iteraciones.

x1
1. 00000
2. 00000
1. 25000
1.29412

AWONPRPT

El método de la secante se puede representar por este algoritmo,

fl1 =f(x1)

f2 = f(x2)

whi

{ .
pendi ente
Xxm =
fm=f(xm;
x1 = x2;
f1=1f2;
X2 = xm
f2 =fm

}

X2
2. 00000
1. 25000
1.29412
1. 30290

xm fm
1. 25000 -1.875e-001
1.29412 -3.114e-002
1.30290 4.649e-004
1.30278 -1.119e-006

e( fabs(x2 - x1) > error )

(f2 - f1) /I (x2 - x1)

x1 - f1 / pendiente

| x2 - x1
1. 000e+000
7.500e- 001
4. 412e-002
8. 787e- 003

Observe gque cuando la pendiente de la secante es cero, € método no puede continuar y se deben cambiar

los datos iniciales.

Este método puede fallar alin cuando los puntos iniciales no estén lgjos de laraiz. Parafunciones
como la que se muestra en la figura siguiente el método presenta problemas. Si los puntosiniciales se
encuentran después del méaximo local, entonces el método de la secante se queda iterando alrededor del
minimo. Por esta razén es importante definir un nimero méximo de iteraciones e incluir un contador. S €l
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contador excede el méximo de iteraciones se debe imprimir un mensaje para que el usuario se dé cuenta del
problema.

Paralafuncion f(X) = x+2sin(X) —2,cona=25y b=3, e méodo de la secante se queda
iterando alrededor del minimo que se encuentra cercadex = 4. Cuandoa=3 y b=2.5, el programa
encuentraunaraiz en x = 0.7046, después de 24 iteraciones

Sesion practica
»  Escribalos programas correspondientes a los dos métodos presentados.

*  Pruebe sus programas con la funcién usada en los g emplos.

»  Verifique con ambos métodos que las funciones siguientes tienen las raices indicadas

« g(x)=3x+snx-e*  {0.360422, 1.89003}
«  h(x)=e"-4x’ { -0.407777, 0.714806, 4.30658 }
« Lafuncién k(x) = —(1 + X2) no tiene raices reales. COmo se comportan sus programas?

»  Encuentretodaslasraicesde f(X) = x° —2x+1.
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Método de Newton

El método de Newton puede verse como una variacion del método de la secante. En lugar de utilizar
una recta secante de la ecuacion no lineal se usalarecta tangente. Para conocer latangente a una curva es
necesario poder calcular laderivada de lafuncion, y este requisito no siempre puede ser cumplido.

y
f(X)

x1 r

X2 x0=a

Cuando es posible calcular laderivada en € punto x;, la ecuacion de la recta tangente ala curva
y=1f(X) tomalaforma,

(3 =+ (x=x)m

endonde fi =f(x) y m =f(x). Laaproximacion alaraiz def(x) esel punto en € cual larectar(x)
intersectaal gje horizontal, r(x.1) = 0. Asi,

_, _h_ " — f(x)
i =X m i f,(Xi)-

Al igual que en el méodo de la secante, el método de Newton no es aplicable cuando la pendiente de la
recta es cero. También es conveniente incluir un limite para el nimero de iteraciones.

Al aplicar el método de Newton alafuncién f(X) = x% + X — 3, con un error méximo en laraiz de
0.001, se obtiene los resultados siguientes,

i x(j-1) f(j-1) XX - x(j-1)
1 1.00000 -1.000e+000 1.33333 3.333e-001
2 1.33333 1.111e-001 1.30303 3.030e- 002
3 1.30303 9.183e-004 1.30278 2.546e-004
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iox(j-1) f(i-1) Xj [xj - x(j-1)
. 000e+000 -4.00000 3.000e+000
. 000e+000 -2.71429 1.286e+000
. 653e+000 -2.34101 3. 733e-001
.393e-001 -2.30317 3. 784e-002
. 432e-003 -2.30278 3.971e- 004
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Al iniciar enx =1, se obtienelaraiz r = 1.30278, mientras que partiendo de x = -1 sellegaar = -2.30278.
En e segundo caso la primera estimacion genera un salto grande, sin embargo el método se estabiliza
rapidamente.

El método de Newton es un poco mas rapido que el de la secante, aunque requiere de evaluar dos
funciones por etapa (la ecuaciony la derivada). En este sentido, ambos realizan un nimero similar de
operaciones.

Sistemas de ecuaciones no lineales

Si se tiene un conjunto de n ecuaciones no lineales con nincognitas, f;(Xo, X4, ..., Xn.1) = fj(X) = 0, para
j=0,1, ..., n-1, este problema se puede escribir en formamatricial, y =f(x) = 0. Sea x; laaproximacién
inicial ala solucién, la siguiente aproximacion puede escribirse en laforma x;.; = x; + h, en donde €l vector
h debe satisfacer laecuacion f(x; + h) = 0. A partir de un desarrollo en series de Taylor se puede obtener
una estimacion para h,

~ 0
h
Oy (%, ) Th 2o g,
n—lOT
e 1)+ | EOIT () o] Ziage™ = (x) 0 n=0.
Dfn_ (Xi)Eh n- &n—
' Zkzzd(l K

por lo que el vector h es solucion del problemamatricial D h = —f(x;) y los elementos de lamatriz D son
las derivadas de las funcionesf;, Dy = (d / dx.). Observe que la ecuacion matricial es practicamente igual a
la que se obtuvo para una ecuacion no lineal. Unavez que se haresuelto para h, la siguiente aproximacion a
lasolucién es x;.; = X; + h, y este procedimiento se repite hasta alcanzar €l criterio de convergencia. Mas
adelante se trataran métodos para resolver problemas matriciales.

Sesion préactica
*  Programe el método de Newton

*  Pruebe su programacon e gjemplo anterior

»  Utilice el mé&odo de Newton con los gercicios de la sesién previa

46



Sesion #12

Proyecto #2: Equilibrio quimico (solubilidad)

Para un conjunto de concentraciones iniciales, la determinacion de las concentraciones a equilibrio
normalmente Ileva aresolver una funcién polinomial. Este problema numérico se puede resolver con
cualquiera de los métodos descritos en las secciones anteriores, sin embargo, € método de Newton se puede
implementar facilmente, ya que la derivada también serd un polinomio.

Considere e problema de la solubilidad de un sélido iénico, en presencia de un ién comun. Parafines
demostrativos, se calcularala solubilidad de algunos sulfuros metalicos, con iones sulfuro en el medio. Para
un problema més general, el procedimiento que se describe a continuacion se puede generalizar facilmente.

La estequiometriadel proceso puede representarse en laforma siguiente,
MaSh( O - mMM¥ @) + nS(c) O0=ma-2n

inicio Co Co >0
sedisuelve s ms ns s>0
equilibrio ms ns+ Cy

En este caso s representa el nimero de moles del sdlido que se disuelven por unidad de volumen, y
gueda determinado por la constante de equilibrio,

K, =[M*]"[$]" = (mg)"(ns+C,)".
Entonces la ecuacion aresolver es un polinomio de grado (m+n) ens,

f(s)=[M*["[s* ] -K,=(ms)" (ns+C,)" K

s

Para usar el método de Newton se requiere de una aproximacion inicial. Esta puede obtenerse
fécilmente si se asume que s << Cy, por lo que el polinomio se transforma una ecuacion que se resuelve
algebréicamente.

Cuando C, =0, lasolubilidad se puede calcular de forma directa, por lo que este caso ho requiere de
un método numeérico.

Sesion préctica
»  Escribaun programa para resolver el problema de la solubilidad

»  El programadebe verificar que los datos estén en el rango correcto. En particular, revise que las
caracteristicas del solido corresponden con las de una especie neutra.

»  Programe las ecuaciones parala aproximacion inicial y la solubilidad en ausencia de sulfuros en
funciones separadas y haga llamadas a éstas cuando sea necesario.

»  Paraeste problema, la aproximacion inicial propuesta permite obtener siempre una solucién en el
rango correcto? Qué otra opcidn se puede tomar?
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» Aplique el programa para los sulfuros siguientes: Ag,S, CdS, FeS, CusS, La,S;. Utilice las
concentraciones Co = OM, 10°M, 10“M, 10°M. Busgue las constantes de equilibrio en laliteratura
para que su programa utilice los val ores correctos.

l L
La_S
2 3
0gs
-7 L
| | | | |
-9 log C 1

e Calcule previamente la solubilidad en ausencia de sulfuro, Cy = 0, y verifique el resultado de su
programa. Para Cy > 0, se debe observar e efecto de ion comun. Grafique sus resultados en escala
logaritmicay compare el comportamiento de cada especie. Todos los compuestas presentan la
mismatendencia?
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Arreglos

Un arreglo es una coleccién ordenada de variables de un mismo tipo.

Declaracioén

Para usar un arreglo, éste debe ser declarado. La declaracion de un arreglo debe incluir €l tipo de
variables que contiene, el nombre y el tamafio (ndmero de elementos que contiene).
/* decl aracion de un arreglo
* <tipo> <nonbre>[ <tamano>];
*/
int vector_entero[5];

Asi, €l arreglo vector_entero tiene cinco elementos de tipo entero.

Uso de los elementos de un arreglo

Los elementos de un arreglo se diferencian entre si por su posicion dentro del conjunto. El primer
elemento siempre es el elemento con indiceigual a cero, el segundo tiene el indice uno, y asi
sucesivamente hasta llegar al Ultimo elemento, €l cua tiene indice igual a (tamafio - 1). Por lo que € indice
del dltimo elemento del arreglo vector_entero es cuatro.

vector_entero:

i ndi ce: 0 1 2 3 4

Parareferirse a un elemento de un arreglo se debe especificar el nombre del arreglo y, entre corchetes,
el indice:
/* referencia a un elenmento
* <nonbr e>[ <i ndi ce>]
*)
| = vector_entero[4];

m = vector_entero[0];
k = vector_entero[i - j + 3];

Como se observaen el gemplo, el indice puede ser una expresion que da como resultado un entero.

/* ejenmplo */

int j, pronmedio, calificacion[22];

|'o'r'omedio = 0;

for( j =0; j <22; j++) pronedio += calificacion[j];
pronedio /= 22;

Si se usaun indice que es mayor que €l Ultimo elemento, no se genera un error, y en este caso se
accesa un espacio contiguo en lamemoriadel sistema. Este hecho generar resultados impredeciblesy se
pueden generar efectos colaterales.

Uso de arreglos en funciones

Una funcion puede usar arreglos como argumentos.

En el prototipo, paraindicar que un argumento es un arreglo, se incluyen corchetes vacios después del
tipo de variable.
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En ladefinicion de lafuncién, paraindicar que uno de los argumentos es un arreglo, se incluyen
corchetes vacios después del nombre de la variable. Recuerde que el nombre de los argumentos que aparece
en la definicion es un nombre local .

Por Ultimo, a llamar a una funcion, basta con incluir e nombre del arreglo. No se usan corchetes ni €l
tamario.

Analice el egemplo siguiente,
/* uso de arregl os en funciones */

#define N_ELEM 100
int promedio(int[], int);

mai n()
int n_eval, calif[NELEM;
.n._éval = 22;

prl ntf (" Pronmedi o= %\ n", pronedio(calif, n_eval) );

int promedio( int arreglo[], int num
int j, sung;
suma = O;
for( j =0; j < num j++)

suma += arreglo[j];
return suma / num

}

En lafuncion main() se declara un arreglo de 100 enteros, llamado calif. Asi, el programale reservaa
calif el espacio necesario para 100 variables enteras. La definicion de la funcién promedio() no requiere
conocer el tamario del arreglo que va arecibir, sin embargo, la variable num indica cuantos elementos del
arreglo se deben utilizar. Como se mencion6 anteriormente, num no debe ir més alla del dltimo elemento.

En el gemplo, se usan 22 elementos del arreglo calif, aunque el programa ha reservado espacio para
100. No es recomendabl e reservar espacio que exceda en gran medida las necesidades reales.

Los arreglos se almacenan en la memoria en forma contigua. Suponga que la direccion de memoria del
primer elemento del arreglo calif es 1000. Si el compilador usa cuatro bytes para representar a un entero, el
uso de memoria se puede representar de laforma siguiente:

1000 calif[0]
1004 calif[1]
1008 calif[2]
1392 calif[98]
1396 calif[99]

El nombre del arreglo realmente contiene la direccién de memoria del primer elemento y, cuando se
trata de accesar un elemento en particular, €l programa determinar la direccion de memoria de dicho
elemento sumado el nimero de bytes que corresponden a los elementos previos. Por ese motivo, las
funciones no requieren conocer el tamafio del arreglo. Esta misma situacion provoca que se accesen
regiones de memoria gjenas a arreglo cuando el indice excede el tamafio.

En lallamada de la funcion promedio(), e argumento calif enviala direccion de memoriadel primer
elemento del arreglo.

Al usar un arreglo como argumento de una funcion, se esta enviando una direccion de memoriaala
funcion. Si lafuncién modifica un elemento de un vector, 1o hace directamente en la memoria, por esta
razén, las funciones si pueden modificar el contenido de los arreglos. Con las variables no ocurre lo mismo,
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yaque a llamar alafuncion se hace una copia de los valores en variables locales y la direccion de memoria

de los argumentos nuncallega ala funcion.

Operaciones con vectores

Un arreglo se puede usar para representar a un vector. Solo se debe tener en mente que a primer
elemento le corresponde € indice cero.

El ejemplo siguiente calcula el producto punto entre dos vectores.

/* Archivo: prodint.c

K o e e e e e e e m e mmmm e m =

* Este programa cal cula el producto interno o
* producto punto entre dos vectores.

* La di mension maxima es N_ELEM

*/

#i ncl ude <stdio. h>

#define N_ELEM 10

doubl e prodint(doubl e[], double[], int);
voi d vec_| eer(double[], int);

mai n()

int n;
doubl e vector1[ N ELEM, vector2[ N _ELEM;

printf("\nCal cul o del producto interno entre dos vectores.\n");
printf("Nunero de el ementos de los vectores ( < %): ", N_ELEM;
scanf ("%l", &n);

printf("\nVector An");
vec_l eer(vectorl, n);
printf("\nVector B\n");
vec_l eer(vector2, n);

printf("\nA B= %\n", prodint(vectorl, vector2, n) );
}

/* Rutina para calcular el producto interno */

doubl e prodint(double vi[], double v2[], int renglon)
{

doubl e sumsg;

int r;

suma = 0;

for( r = 0; r <renglon; r++)
suma += vi[r] * v2[r];

return sunsg;

~

EE

Rutina para | eer |los el enentos de un vector

Si desea inprimr un nensaje que identifique al
vector, debe hacerlo antes de |lanmar a esta
rutina.

/

void vec_| eer(double v[], int renglon)

t
int j;
doubl e x;
for( j =0; j <renglon; j++)
printf("v[%d]: ", j);

scanf ("%f", &x);
vijil = x;
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Observe que lafuncion vec_leer modifica aun arreglo, ya que le asigna valores a sus elementos.

Sesion practica

»  Escriba un programa que lea dos vectores tridimensionales y que calcule la suma, el producto
punto y el producto cruz entre ellos.

* Incluyaen su programa una funcién que imprima los elementos de un vector. LIamelavec_print.
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Arreglos multidimensionales

Para representar a una matriz se requiere de un arreglo con dos indices. En en lenguaje C se pueden
tener tantos indices como uno quiera. En este caso, |os indices también empiezan en cero.

Ay Aoy Qo ma
. , a; o alnkl
Matriz den x m: . . . .
an—1,o a~n—1,1 an—l,m—l
/* declaracion de una matriz */
double matriz[n][n;
double mat _idn[3][3] =
{ {1, 0,70},
{o, 1, 0},
{0, 0, 1}};

Un objeto de tres indices es € tensor de Levi-Civitta,

+1 (j,k 1) D{(012),(12,0),(2.02)}
£ =9-1 (i.k!1) 0{(0.21).,(202).(210)} .
0 en otro caso

Este objeto se puede utilizar para calcular €l producto cruz entre dos vectores.

int ejkl(int j, int k, int I)
switch(j)
{
case 0
if( k ==18&%1 ==2) return 1,
else if( k==2&& 1| ==1) return -1
el se return O;
case 1:
if( k ==2 &% | ==0) return 1,
else if( k==0&& 1| ==2) return -1
el se return O;
case 2
if( k ==08&%1 ==1) return 1,
else if( k==1&&% 1| ==0) return -1

el se return O;

}
}

voi d prodcruz(doubl e vi[3], double v2[3], double cruz[3])
{

doubl e sunms;

int j, k, I;
int LeviCvitta[3][3][3];
for( j =05 j <3; j+4)
for( k = 0; k < 3; k++)
for( I =0; | <3; |++)
LeviGuvitta[jl[Kk][I] =ejkl(j, k, I);
for( j =0; j <3; j+4)
suma = 0
for( k = 0; k < 3; k++)
for( I =0; | < 3; |++)

suma  += LeviCvitta[j][Kk][I] * vi[k] * v2[I];
cruz[j] = sumg;
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Uso de arreglos multidimensionales en funciones

Cuando se usan arreglos multidimensionales como argumentos de funciones es necesario incluir €l
tamafio de cada dimension en el prototipo y en ladefinicidn de lafuncidn. Sélo el tamafio de la primera
dimension es opciondl.

Al llamar alafuncion solamente se debe incluir el nombre del arreglo, ya que este contiene la
direccion de memoria.

A continuacion se muestra un programa que calcula la suma de dos matrices.

/*

* Archivo: sumamat.c

* Suma dos matrices de dinmension n x m
* La dinmension naxi ma es REN x CCOL.

*/

#i ncl ude <stdio. h>
#defi ne REN 10
#define COL 10

voi d mat _sumar (doubl e[ REN] [ COL], doubl e[ REN] [ COL],
doubl e[ RENJ[COL], int, int);

void mat _| eer (doubl el RENJ[COL], int, int);

voi d mat _escribir(doubl efRENJ[COL], int, int);

mai n()

int nren, ncol;

doubl e matri z[ RENJ[ CO],
matri z2[ REN] [ COL] ,
mat suma[ REN] [ COL] ;

printf("Suma de matrices.\n");
printf("Di mension maxi ma: % x %\ n\n", REN, COL);

printf("Renglones(<= %): ", REN);
scanf ("%l", &nren);
printf("Columas(<= %l): ", COL);

scanf ("%l", &ncol);

if( nren > 0 & nren <= REN & & ncol > 0 & ncol <= CQL)
{

printf("Matriz A\n");

mat _|eer(matrizl, nren, ncol);

printf("Matriz B.\n");

mat _|eer(matriz2, nren, ncol);

mat _sumar(matrizl, matriz2, matsuma, nren, ncol);

printf("Resultados finales:\n");
printf("------------------- \n");
printf("\nMatriz A\n");

mat _escribir(matriz1, nren, ncol);
printf("\nMatriz B.\n");

mat _escribir(matriz2, nren, ncol);
printf("\nMatriz A+ B.\n");

mat _escri bi r (mat suma, nren, ncol);

el se

{
printf("El taman~o de la matriz esta fuera de los limtes!\n");
printf("Di mension maxi ma: % x %\n", REN, COL);

}

/* Rutina para sumar dos nmatrices

* de la msna dinension.
*

* El resultado queda en la matriz suma.
*/
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voi d mat _sumar (doubl e ml[ REN] [ COL], double n2[ REN][ COL],
doubl e suma[ RENJ[ COL], int renglon, int columa)

t
int i, j;
for( i =0; i <renglon; i++)
for( j =0; j < columa; j++)
suma[i][j] = mi[i][j] + nR[i][]];

/* Rutina para |leer los elenentos de una nmatriz
*

* Si desea inprimr un nensaje que identifique a
* |a matriz, debe hacerlo antes de |lamar a esta
* rutina.

*/

voi d mat _| eer (doubl e nf RENJ[ COL], int renglon, int columa)

int i, j;
doubl e x;
for( i =0; i <renglon; i++)

for( j =0; j < columa; j++)

printf("nfoRd][%Rd]: ", i, |);
scanf ("%f", &);
millil = x;

printf("\n");

}

/* Rutina para inprimr |los elementos de una natriz
*

* Si desea inprimr un nensaje que identifique a
* |a matriz, debe hacerlo antes de |lamar a esta
* rutina.

*/

voi d mat _escri bir(double nf RENJ[COL], int renglon, int columa)

int i, j;
doubl e x;
for( i =0; i <renglon; i++)

for(‘j = 0; J < COIUrma, j++)
printf("9%g ", n{i][jl]);
printf("\n");

}
}

Algebra de matrices
C=AxB ¢y, =3, b,
C=AB ¢, =Y ab,

|
C=adA Ci = alay,

Sesion practica

Escriba un programa que multipligue dos matrices
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Sistemas de ecuaciones lineales
Un sistema de ecuaciones lineales puede escribirse en laforma

Ay Xo + 8y Xy + e+ g Xy = By
A5 X + a11)(1"""""'5‘1,m—1xm—1 = bl

Ay-1,0%0 + a-11% +e '+an—1,m—1xm—1 = bn—l
0 bien, en formamatricia
AX =D,
en donde A es una matriz de n renglones x m columnas, Xy b son vectores columna de n renglones.

Para un sistema de n ecuaciones con n incognitas lamatriz A es unamatriz cuadrada de n x n. Este
sistema tiene solucion Unica siempre que € determinante de la matriz sea diferente de cero. En esta sesion
s6l0 se considera este caso.

Eliminacion gaussiana

El método de la eliminacién gaussiana tiene por objetivo reducir un sistema de ecuaciones aun
sistematriangular.

Para transformar el sistema de ecuaciones se utilizan las siguientes operaciones:
* intercambiar renglones
» multiplicar un renglon por una constante
o afiadir aun renglon el maltiplo de otro

A estas operaciones se |es denomina operaciones el emental es sobre |os renglones. Este tipo de operaciones
sblo combinan alas ecuaciones del sistema, pero no cambian su solucién.

A continuacion se muestra como funciona este método con un gemplo.
Considere €l siguiente sistema de tres ecuaciones con tres incognitas,
4 -2 1\(X, 15
-3 -1 4||x,|=|8
1 -1 3)\x, 13
Cuando se realizan operaciones elemental es, |os cambios también afectan al vector b. Por esta razon,
cuando se utiliza este método manual mente, se trabaja simultdneamente con lamatriz A y con €l vector b.
Este proceso es mas sencillo si se usa el concepto de la " matriz aumentada’, [A[b], la cual es unamatriz con

una columna adicional y contiene alos elementos del vector b. En este gjemplo la matriz aumentada es la
siguiente,

4 -2 1|15
-3 -1 4|8
1 -1 3|13
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En un sistematriangular, los elementos bajo la diagonal son cero. Paratransformar el sistema de ecuaciones
en uno triangular aplicaremos algunas operaciones elementales:

4 -2 1|15

0 -10 19|77| 3R +4R, .

0 -2 11|37| -R+4R,
Para obtener ceros bajo el primer elemento de la diagonal se realizaron |as operaciones que se muestan ala
derecha de lamatriz. Por gjemplo, en el segundo rengldn, éste se multiplico por 4y al resultado se le afiadio

el primer rengdn multiplicado por 3. Por este procedimiento se eliminan todos |os elementos bajo la
diagonal:

4 -2 1|15
0 -10 19| 77 .
0 O 36|108] -R,+5R;

El sistematriangular resultante se resuelve de abajo hacia arriba, sustituyendo |as soluciones ontenidas en
las etapas previas:

108
X, =—— =
77-1
= X, .
-10
15-Xx, +2x,
0~ =2
4
Asi, €l vector de soluciones del sistema de ecuaciones es
2
X=|-2
3

En este g emplo se puede observar que |os coeficientes crecen rdpidamente, por 1o que es més
recomendabl e trabajar con nimeros fraccionarios.

El mismo ejemplo se resuelve con ndmeros fraccionarios:
4 -2 1|15 4 -2 1 15 |
-3 -1 4|8 0 -25 4751925 —(‘T‘g)F\’1 +R,,
1 -1 3|13 0 -05 275| 925 —(%)Rl + R,
4 -2 1 15 |
0 -25 4.75]1925 :
0 0 18| 54| —(2YR,+R,=-02R, +R,

En este caso, el determinante de la matriz transformada coincide con el determinante de la matriz original,
pero para una matriz triangular, el determinante es simplemente el producto de todos los elementos de la
diagonal.
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S U eslamatriz triangular y L se forma con el negativo de los coeficientes de |as transformaciones,

1 0 O 4 -2 1
L=/-075 1 0|, U=|0 -25 475 |,
025 02 1 0O O 18

entonces L U = A. A este procedimiento se le llamala descomposicion LU delamatriz A. Parafines
précticos, los elementos de L que estan bajo la diagonal se pueden almacenar en lamatriz U, yaque U tiene
ceros bajo la diagonal.

En resumen, la eliminacion gaussiana permite:
* resolver el sistema de ecuaciones
e cadcular € determinante de lamatriz A

»  obtener ladescomposicion LU

Algoritmos

Para escribir un algoritmo, considere un caso genérico,

8o 8 " 8o b,
Q a, Tt Qg bl

an—1,o a'n—l,l an—l,n—l bn—l

8o 8u " 8o b,

' ' ' _I + I = &
0 a;, SRR - bl 10 RO Rl 10 ay,
0 a / b; -l + |1y = 20
A1 Hyana n-1 n—l,ORO Rn—l n-10 ~
80
en donde, parad =0,
W= ay - g =
i = A ~ lja A , (d<j,k<n), T L
Ay
bj':bj_ljdbd ,  (d<j <n).

Este procedimiento se repite para cada elemento de ladiagonal. Lamatriz L se forma con los coeficientes
| jds

1 0 0 0
l, 1 0 0

L= S
In—2,0 In—21 1 O
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Con las expresiones anteriores se puede construir el algoritmo de la eliminacién gaussiana.

/* El'i m naci on gaussi ana */
for( d =0; d <nren - 1; d++)
for( r =d + 1; r < nren; r++)
{
coef = a[r][d] / a[d][d];
for( c =d + 1; c < ncol; c++)
a[r][c] -= coef * a[d][c];
b[r] -= coef * b[d];
afr]fd] =0;

Lamatriz triangular se resuelve de abajo hacia arriba.

/* Sustitucion en reversa */
x[nren - 1] = b[nren - 1] / a[nren - 1][nren - 1];
for( r =nren- 2; r >-1; r--)
{

suma = b[r];

for( ¢c =nren -1; ¢ >r; c--)

suma -= af[r][c] * x[c];
x[r] = suma / a[r][r];

Sesion préctica

Construya dos funciones una parala eliminacién y otra parala sustitucion.

Escriba un programa para resolver un sistema de ecuaciones.
Pruebe su programa con el ejemplo descrito.
Resuelva €l sistema siguiente:

6 1 -6 -5\X, 6

4 -3 0 1| X =7

2 2 3 2| X -2

0 2 0 1/)(x 0
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Otros métodos para los sistemas de ecuaciones lineales

Cuando se tienen varios sistemas de ecuaciones que involucran alamismameatriz A, se puede
extender el método de eliminacion o recurrir ala descomposicion LU. Estos sistemas tiene laforma,

AX. =b , (i=01,..,p-1) .

Si se resolviera cada uno por separado, siempre se harian las mismas operaciones sobre A y b;. Lamatriz
triangular seria siempre la misma, pero los vectores transformados no, ya que cada uno es diferente.

Extensién de la eliminacion gaussiana

Para no repetir las operaciones sobre A, la primera opcién consiste en incluir atodos los vectores b; en
lamatriz aumentada,

[A L6 ]| B,.]=[A 8],

en donde lamatriz B tiene n renglones x p columnas, y las columnas son los vectores b;. Con los vectores X;
seformalamatriz X, y el problema de resolver varios sistemas con la misma matriz se transforma en el
problema matricial

AX =B,
en donde las matrices X y B tienen de las mismas dimensiones.

Pararealizar este proceso se deben adaptar €l método de eliminacion y el de sustitucion en reversa
para que realicen sus operaciones sobre las matrices B y X, y no sobre los vectoresb y x. A continuacion se
resaltan las partes de los a goritmos que cambian.

/* Eli m naci on gaussi ana usando matrices*/
for( d =0; d <nren - 1; d++)
for( r =d + 1; r < nren; r++)
{
coef = a[r][d] / a[d][d];
for( c =d + 1; ¢ < ncol; c++)
a[r][c] -= coef * a[d][c];
for( cb = 0; cb < ncolb; cb++)
b[r][cb] -= coef * b[d][cb];
afr]fd] =0;
}
/* Sustitucion en reversa usando matrices*/
for( cb = 0; cb < ncolb; cb++)

{
x[nren - 1][cb] = b[nren - 1][cb] / a[nren - 1][nren - 1];
for( r =nren - 2; r >-1; r--)
suma = b[r][chb];
for( ¢c =nren -1; ¢ >r; c--)
suma -= a[r][c] * x[c][cb];
x[r][cb] = suma / a[r][r];

}

Observe gque los cambios consisten en usar arreglos bidimensionales y en repetir 1os procedimientos para
todas las columnas de las matrices nuevas.
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Uso de la descomposicion LU

La segunda opcion consisten en realizar primero la descomposicién LU usando € método de
eliminacion gaussiana, pero sblo sobre lamatriz A. Latransformacion de las columnas de la matriz B sdlo
requiere de los coeficientes de lamatriz L, y éstos se encuentran almancenados bajo ladiagonal de la matriz
A, unavez que se le haaplicado € algortimo de descomposicion. Yaque B hasido transformada, se aplica
la sustitucion en reversa.

/* Sol ucion de problenma natricial
* usando | a desconposicion LU

en este caso:
ncol A = nrenA
* nrenB nrenA
*/
lu( matrizA, nrenA, ncol A);
transformaB( matrizB, nrenB, ncol B, matrizA, nrenA ncolA);
sustitucion_mat( matrizA, matrizB, matrizX, nrenA, ncol A ncol B);

* ok ok

Matriz inversa

Lainversa de una matriz se puede calcular facilmente con estos métodos. Si para el problema
matricial, lamatriz B esunamatriz identidad de n x n,

AX=1,

entonces, por launicidad de lamatrizinversa, X = A™.

Eliminacion gaussiana con pivote parcial

S se desearesolver e sistema de ecuaciones

0 2 0 1)\(X, 0

2 2 3 2|x -2

4 -3 0 11X, =7

6 1 -6 -5\Xx 6
con el método de eliminacién gaussiana, €l programa tratara de dividir entre cero paracalcular los
coeficientes ljo, y @ método no se puede completar.

Para resolver este problema hay que cambiar € orden de las ecuaciones. Esto equivale aintercambiar
renglones en la matriz aumentada, es decir en A y en b. El método de pivote parcia consiste en buscar, en
lacolumnaen la que se esta aplicando la eliminacion, el elemento con valor absoluto més grande. A este
elemento se le denomina pivote. La busqueda solo se realiza entre los elementos de la diagona y los que
estdn abgjo de ésta. Yaque se halocalizado el pivote, se intercambian los renglones.

En e gemplo, pararealizar laeliminacion bajo ag, €l pivote serd el maximo del conjunto { [ag| ,
[azol , -+ lan10l } . €N este caso €l 6 del dltimo rengldn, por tanto, se intercambian los renglones primero y
sexto.

Ahoraya se puede aplicar la eliminacidn bajo ag. Este procedimiento se repite paraayy, ..., 8n2n-2-
Cuando queda el Ultimo rengldn, este sdlo tiene un elemento, € .11

Al finalizar la eliminacion se tiene una matriz triangular, la solucion se obtiene aplicando la
sustitucién en reversa.
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/* El'i mi naci on gaussi ana con pivote parcial */
1"'o'r( d=0; d<nren - 1; d++)
piv = pivote( a, nren, ncol, d);
if( piv!=d)
e

c_inter(a, nren, ncol, b, nren, ncolb, d, piv);
/* continua |a elimnacion */

.

/* Posicion del pivote */
int pivote( double nfRENJ[COL], int nren, int ncol, int d)
{

bs(nid][d]);

v = f
i
r d+ 1, r < nren; r++)

a
d

abs(n{r][d]);
> piv)

—
1
X —h

return ipiv;

}

/* Intercanbi o de ecuaci ones */

voi d ec_inter(double mAJRENJ[CCOL], int rA int cA
double MB[RENJ[COL], int rB, int cB,
int renj, int renk)

mat _inter_ren(mA, rA, CcA renj, renk);
mat _inter_ren(nB, rB, cB, renj, renk);

}

/* Intercanbio de dos renglones (j, k) */
void mat _inter_ren(double nf RENJ[COL], int nren, int ncol,

fb.r(czo; c < ncol ; c++)
cl;

n{k][c];
x:

I

Sesion practica

int j, int k)

»  Modifique e método de eliminacion paraincluir matrices de términos independientes

»  Escriba un programa paraimplementar la eliminacion con pivote parcia

»  Pruebe sus programas con los g ercicios de la sesion anterior

* Resuelva el sistema de ecuaciones que se presenta en esta sesion con el método de eliminacion con

pivote parcial

» Paralamatriz de 3 x 3 de la sesidn anterior, obtenga su inversa. Verifique que e producto de

ambas coincide con la matriz identidad.
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Proyecto #3: Balanceo de reacciones

Método algebraico

Para balancear una reaccion quimica se debe resolver un sistema homogéneo de ecuaciones lineales.
Los métodos descritos en |as sesiones previas pueden adaptarse para resolver este tipo de problemas.

Lareaccion siguiente se utilizar parareducir minerales de hierro,
aFe,0,(s) +bCO(g) M - cCO,(g) +dFe(s) .

En el método agebréico, para cada uno de los elementos presentes en la reaccion, se escribe unaigual dad
entre el nimero de atomos presentes en cada lado de la reaccion:

Fe 2a=d 2a+0b+0c-1d=0
O: 3a+b=2c 3a+lb-2c+0d=0.
C: b=c 0Oa+1lb-1c+0d=0

En este caso se obtiene un sistema homogéneo de tres ecuaciones con cuatro incégnitas, por lo que el
sistemactiene, a menos, un grado de libertad.

Pararesolver el sistema de ecuaciones se utiliza el método de eliminacién gaussiana con pivote
parcial. Observe que este método se aplicara a una matriz que no es cuadrada. Para empezar, se escribe
€l sistema de ecuaciones en notacion matricial,

a
31—20b
A)?:200—1C=6,
01 -1 0

d

en donde ya se harealizado €l primer intercambio de columnas parallevar al primer pivote aladiagonal. A
continuacion se muestran los pasos que sigue el método de eliminacion,

31 -2 0 31 -2 0 31 -2 0 31 -2 0
2 0 0 -1j--%0 % % -1-0 1 -1 Oo|/l- |O 1 -1 O
01 -1 0 0 1 -1 0 0 -% % - %\0 0 2 -
El sistema de ecuaciones resultante puede escribirse en laforma
3a+b-2c=0
b-c=0,
%c=d
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en donde d es arbitraria. Resolviendo por sustitucion en reversa se obtiene

a %d J A 1
X = b = 72d =d 7 )?| = 3
c %d %l =z 13
d d 1 2

En general, se acostumbra eligir aquel valor de d que genera el conjunto de coeficientes enteros de valor
més pequefio, por 1o que lareaccion tomalaforma,

Fe,0,(s) +3CO(g) I - 3CO,(g) +2F¢(s) .

Matriz de composicién

Existe una forma alternativa para generar lamatriz del sistema de ecuaciones. Sean el nimero total de
€lementos que aparecen en lareaccion (en este caso, n = 3) y mel nimero total de especies (m=4). La

meatriz de composicion es una matriz de n x m, en donde el elemento &; representa el ndmero de atdmos del
elemento i que hay en laespeciej:

0 1 2 3
Fe, O, CO CO, Fe
O 3 1 2 0.
Fe| 2 0 0 1
C 0 1 1 0

Observe que esta matriz es muy parecidad ala matriz del sistema de ecuaciones homogéneo que se
construy6 previamente. Las dos Ultimas columnas de la matriz de composicion (que corresponden alas
especies que son productos de la reaccion) tienen signo contrario a que aparece en lamatriz A, por lo que
en la solucidn del sistema de ecuaciones habra elementos positivos (reactivos) y negativos (productos). Al
aplicar el método de eliminacion se obtiene la matriz siguiente,

3120 31 2 O
2 00 1-{0 1 1 Of,
0110 0 0 -% 1

gue corresponde a sistema de ecuaciones
v, +v, +2v, =0
v,+v,=0
—%V, ==V,

en donde lavariable Vs es arbitraria. Si se elige V; = —1, entonces la matriz aumentada de este sistema de
ecuaciones esidénticaalamatriz que se obtiene por € método de eliminacion,

31 210
01 1 |0y
0 0 -%|1
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Por lo tanto, la sustitucion en reversa se aplica directamente ala matriz que resulta de la eliminacién,
tomando en cuenta que, en lugar detener un vector b detérminosindependientes, se usa la Ultima
columna dela matriz. Al resolver el sistema se obtiene Vo ==/, V=3, y Vo=, el vector de
soluciones contiene elementos uno y otro signo,

Vo 7
S|V %
X = = .|
vV, -%
Vs -1

los positivos son |os reactivos, mientras que |os negativos corresponden alos productos. Se puede observar
gue este vector es similar a obtenido previamente, por |o que la reaccién balanceada es la misma.

Cuando hay especies cargadas se debe afiadir la ecuacion de conservacion de carga. Esto se
realiza agregando un renglon que incluya la carga de cada especie.

Por gjemplo, paralareaccion idnica C(s) + ClO,(g) + OH'(ac) — ClO, (ac) + CO5*(ac) + H,0(l), la
matriz de composicion es

Clo,” CO,” H,0 C ClO, OH"
| 1 0 0 0 0

o
o
N
o

o T OO0
o
'_\
o
'_\

O o0 oN R
o

|
[
|
N
o
o

Algoritmo
1. Numere las especies que aparecen en lareaccion.
Seam el nimero de especies, X, representalaj-eésimaespecie, gy sucargay j=0,1, ..., m—1.

En el gemplo, m=4, vy, parafines demostrativos, la numeracion empieza por los productos,

] X g
0 CO, 0
1 Fe 0

3 Cco 0
2. Construyalamatriz de composicion (n x m).
CO, Fe Fe,0, CO
C 1 0 0 1
O 2 0 3 1
Fe| O 1 2 0
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3. Aplique el método de eliminacion ala matriz de composicion.

1 00 1 2 0 3 1
2 0 3 11-{01 2 O
01 20 0 0 -% %
4. Obtengala solucion aplicando la sustitucién en reversa, considerando que Vi1 = -1.
Vo 1
Vi| | %
v,| | -%
Vs, -1

5. Utilice un muitiplo del vector solucion paratrabajar con coeficientes enteros y escriba la ecuacion
balanceada. Tome en cuenta que las especies con coeficiente positivo aparecen de un lado de la
reaccion, mientras que las que tienen coeficiente negativo deben estar del otro lado.

Fe,0,(s) +3CO(g) I - 3CO,(g) +2F¢(s)

Casos especiales

Al tratar este problema pueden aparecer algunos casos especiales.

1) Después de aplicar el método de eliminacion aparece unalinea con ceros en las primeras m
columnasy un valor diferente de cero, a, en la dltima columna,

(o = ofd)

La ecuacion asociada con estalineaes 0 = al, 1. Asl, V1 = 0. Dado que todos los coeficientes son
proporcionales a vp,1, entonces todos son cero y esto indica que no existe ninguna reaccion balanceada
entre estas especies. En este caso se debe revisar s falta alguna especie, o bien si hubo agun error en la
matriz de composicion.

2) Lamatriz de composicion tiene n renglones x (n + k) columnas, con k> 1 (hay k grados de
libertad). En este caso las primeras n columnas (de la columna 0 ala columna n -1) generan la matriz
triangular (matriz A), y las Gltimas k columnas (de la columnan ala columna n + k -1) juegan el papel de
una matriz de términos independientes (matriz B). El problema se resuelve como un problema matricial,
[A|B] y aparecen k vectores solucién.

Usando el método descrito previamente, para cada columna de B se obtiene un vector solucién. Dado
gue los coeficientes v paralas Ultimas k columnas son arbitrarios, la solucién que se obtiene al usar la
columnaj (paran <=j <=n+ k- 1) corresponde a v, = -1, con los restantes v iguales a cero. Con cada
vector se obtiene una reaccion balanceada.

En este proceso, |as reacciones obtenidas dependen de la numeracion. Por giemplo, s setoman los
compuestos CH,4, O,, H,O, CO,, CO, se obtienen las reacciones:

CH,;+20, - 2H,0+CO, , CH,+%,0, -~ 2H,0+CO.
Mientras que si se toman en el orden CH,, O,, CO,, H,0, CO, las reacciones son:
CH,+20, - 2H,0+CO, , 2CO+0, -~ 2CO,.

Observe que s se restan las dos reacciones del primer caso se obtiene conversion de CO a CO,, por lo que
ambos casos son algebra camente equivalentes.
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3) Después de la eliminacion aparece una 0 mas lineas con todos sus elementos iguales a cero. Estas
lineas no se toman en cuenta ya que corresponden a ecuaciones del tipo 0 = 0. Como €l nimero de
renglones es menor, el nimero de columnas que forman la matriz triangular disminuyey, por tanto, €
ndmero de columnas de la matriz B aumenta (hay més grados de libertad). Asi, el problema se reduce al
caso anterior.

Sesion préctica
* Modifique las rutinas de eliminacidn y sustitucidn para construir un programa que permita
balancer reacciones quimicas.
» Balanceelasreaciones
Cr¥ + OH + H,0, - CrO/- + H,0
S+ HNO; + H* - N,O + Sn* + H,0
C(s) + ClO,(g) + OH (ac) — ClO, (ac) + COs*(ac) + H,0(1),
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Apuntadores

En el lenguaje C, los apuntadores son objetos que almacenan la direccion de memoria de alguna
variable.

Declaracioén

Al igual que otros objetos, los apuntadores deben declararse antes de usarlos. Dado que un apuntador
almancena la direccion de memoria en donde reside una variable, en la declaracidn se debe especificar €
tipo de variable ala cual apunta el apuntador. Paraindicar que €l objeto que se esté declarando es un
apuntador, un asterisco debe estar a inicio del nombre, pero solamente en la declaracion.

/* decl araci on de apuntadores */

int *intptr;

char *chptr;

doubl e *dprt;

int *pl, p2
En el gjemplo anterior, intptr y pl son apuntadores de variables enteras, chptr es un apuntador de variables
char y dptr es un apuntador de variablestipo double. Como se observa en la Ultimalinea, se pueden declarar
conjuntamente variables y apuntadores, siempre y cuando sean del mismo tipo.

Operaciones basicas

Para obtener la direccién de memoria de una variable se usa el operador & (direccion de). De esta
forma, mediante una asignacion, un apuntador puede contener la direccién de memoria de una variable.

/* asignacion de una direccion de nenoria */
int xx, yy, zz, *pl, *p2;

xx = 128
yy = 4;

pl = &xx
p2 = &y;

En este caso, la variable xx contiene el valor 128, mientras que p1 contiene ladireccion de memoriade la
variable xx. Se acostumbra decir que pl apunta a la variable xx. De lamisma forma p2 apunta a yy.

/* otra asignacion */
p2 = pi;

Después de estainstruccion, e contenido de p2 esigual al de pl, por o que ahora p2 también apunta a xx.

Parareferirse a objeto al que apunta un apuntador se usa el operador *.

/* uso de la informaci 6n del apuntador */
zz = *pl /| yy;

p2 = &yy;
*p2 = -1
*pl = *p2

En este caso, como pl apuntaa xx, zz tomaal valor 32. Nuevamente p2 apunta ayy. En latercera
instruccidn, se guarda -1 en lavariable apuntada por p2, por lo que yy contiene €l valor -1. En la (ltima
linea, se copia, en lavariable apuntada por pl, el valor de lavariable apuntada por p2; esto es, € contenido
deyy se copiaen xx.

Uso de apuntadores en una funcion

Excepto por los arreglos, una funcidn no puede modificar el contenido de una variable que se usa
como argumento. Para que una funcién pueda cambiar €l contenido de una variable es necesario enviarle la
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direccién de memoria. En este caso, la funcion puede escribir directamente en lamemoriay modificar el
contenido.

Es por este mecanismo que una funcion s modificael contenido de los arreglos. EI nombre de un
arreglo contiene ladireccién de memoria del primer elemento, sin embargo no contiene informacién acerca
del tamafio del arreglo, asi que es necesario enviar también informacion acerca del nimero de elementos.

Un g emplo de unafuncidn que modifica a un argumento es la funcién scanf,
scanf ("%d", &z);

Estainstruccion lee un valor del teclado y o guarda en la variable z. Por lo tanto modifica el contenido.
Observe que & segundo argumento es una direccién de memoriay la funcidn escribe directamente en la
memoria.

Cuando una funcién requiere de un apuntador como argumento, en el prototipo y en la definicion se
usa un asterisco, a igual que a declarar un apuntador. Al [lamar alafuncion, el argumento que corresponde
al apuntador debe ser una direccién de memoria, por o que se usa el operador &.

/* uso de apuntadores en una funcion */
voi d inter_int(int *x, int *y)
mai n()
int a, b
ihier_int(&a, &b)
} -

/* esta funcion intercanbia el contenido de dos enteros */
void inter_int(int *x, int *y)

{

int tnp;

tnmp = *x;
Xoo= Ty,
*y =tnp

}

Observe que dentro de lafuncién se usa el operador que permite accesar € contenido de lavariable
apuntada.

En genera se recomienda modificar sdlo aquellas variables que son estrictamente necesarias y, cuando
sea posible, es preferible usar funciones que regresan un valor.

Sesion préctica

En lasesién #7 se escribid un programa para resolver una ecuacion cuadrética, tomando en cuenta
todos |os valores posibles de |0s tres coeficientes de la ecuacion.

Hay casos en que la ecuacion no se satisface, la ecuacion puede reducirse a una ecuacion lineal y tiene
una solaraiz, puede tener raices complejas, etc.

Una funcion que resuelva una ecuacion cuadréticay que tome en cuenta todas las posibilidades
requiere del uso de apuntadores, ya que es necesario conocer €l tipo de solucion y lasraices. Es decir, se
reguieren hasta tres cantidades. una variable de control que indique €l tipo de problemay hasta dos
soluciones.

Lavariable de control puede ser un entero y conviene que éste sea el valor que es regresado por la
funcién. Las variables que contengan el valor de |as raices seran argumentos de la funcion. Por g emplo esta
funcién puede tener € prototipo siguiente:

int cuadratica(double a, double b, double c, double *r1, double *r2)
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»  Escriba unafuncion que resuelva una ecuacion cuadratica. Dependiendo de la situacion, lavariable
de control podra tomar |os valores siguientes:

-1
0
1
2
3

4

laecuacion es unaidentidad y hay un nimero infinito de soluciones
la ecuacién esinconsistente y no existe ninguna solucion
laecuacion eslinea y tiene una solaraiz

hay dosraices realesy diferentes

hay unaraiz doble

las raices son complejas, lapartereal estdenrly laparte imaginariaen r2

» Insertelafuncion en un programay, dentro de main(), utilice la estructura switch con lavariable
de control para que en cada caso seimprimael mensaje correcto.
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Ajuste de una curva

Considere el siguiente problema. A través de un modelo se sabe que el comportamiento de un
conjunto de datos debe estar representado por una relacion mateméticay solo hace falta determinar los
parametros de la ecuacion.

Por gemplo, cuando preparan las soluciones para una curva patron, la absorbancia (A) debe ser
proporcional alaconcentracion de la especie que absorbe laradiacion (C). En este caso, |os datos debe
cumplir con unarelacion delaforma A =mC + b, en donde A y C son datos que provienen de las
medicionesy my b son los pardmetros de la ecuacidn, en este caso la pendiente y la ordenada al origen de
larecta. Al analizar lapresion atmosférica, como funcién de la altura sobre el nivel del mar, el modelo mas
simple predice un decrecimiento exponencia en la presion (ley barométrica). La ecuacion del modelo
puede tener muchos pardmetros, como algunas ecuaciones de estado, y no tiene que ser un modelo lineal.

Se le denomina gjuste de una curva al proceso por €l cua se determinan los parametros de una
ecuacion modelo. En general, el método més utilizado es de minimos cuadrados.

Método de minimos cuadrados

Suponga que las variables x y y satisfacen la ecuacion y = f(x; ag, ay, ..., an.1), endonde ay, ay, ..., a1
son los paréametros de la ecuacion. Por gemplo, en el caso de la curva patron, los pardmetrosson b= ag y
m= a;, mientras quey representa la absorbanciay x es la concentracién.

Para un conjunto de N datos, (x;, y;), € error cuadrético se define como las sumade las desviaciones d
cuadrado,

S=§[yi - f(xi;ao,ai,...)]2

En este método, el valor de los pardmetros es aquel que minimiza el error cuadréatico. Por lo tanto, para
cada parametro se tiene una ecuacion de laforma

_22 (X"a‘)al LS, v - f

k

(%852, anl)] (k=041...,n-1).

Lasolucion del sistema de n ecuaciones con n incognitas permite obtener los parametros del gjuste. Es
importante hacer notar que dependiendo de laforma de lafuncion f(x; a, a;, ...) las ecuaciones pueden ser
lineales 0 no lineales. Para cada caso se necesita un método numérico diferente.

Yaque se ha calculado el valor de los parametros, la ecuacién que relaciona ay con x queda
totalmente determinada. Una medida del error en €l gjuste es la desviacién cuadrética promedio, la cua es
simplemente ¢® = S/ N. Para un buen gjuste al modelo, esta cantidad debe ser pequefia.

Ajustelineal

Cuando la ecuacion del modelo es unarecta, se tienen dos parametros, f(X; ag, a1) = ap + azx, por lo
gue las ecuaciones que minimizan €l error cuadrético son

s
O—E—ZZ[M 3, —a,% ] = 2(Zy, —a,N - a,2x,)

E = ZZ Xi[yi ~ 8 _alxi] = Z(ZXiyi — 852X, _aizxiz) |

0
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En este caso se obtiene un sistema de ecuaciones lineales,

o melalla)

con la solucién siguiente,

_ N zxi Yi — in ZYi
N =x? - (2x;)*
_ ZYi - zXi
%= N

Estas ecuaciones permiten calcular |os parametros de un gjuste lineal por minimos cuadrados.

Cuando estas ecuaciones se aplican a problema de determinar la ecuacién de una curva patrén, la
pendiente a; esta relacionada con € coeficiente de absorcion y la ordenada a origen a, debe ser pequefia.
Con ambos parametros se obtiene una ecuacion paralarecta, y = a, + asx, y con ella se pueden determinar
las concentraciones de la muestras, ya que la absorbancia es conocida.

Modelo deunarecta que pasa por € origen

Cuando la recta debe pasar por el origen, la pendiente es el Unico pardmetroy f(x; a;) = a;x, por lo
gue a; esta dado por la ecuacion

_ XY,
>x2

Combinacion lineal defunciones

La ecuacion del modelo puede ser una combinacion lineal de funciones,

n-1

f(X @, 80,080 1) = 880 (X) + 2,0, (X)++a,, 0,4 (%) = D" a,g,(x),

p=0
por g emplo,
f(x;a,b,c) =a+bx+clog(x),

endonde go(X) =1, gi(X) =X, Y g(X) = log(x).
Para este modelo se obtiene € sistema de ecuaciones lineales

Zgo(xi)Yi
2, Zi‘,gl(xi)yi

aﬂ.—l Z gn—; (Xi )yi
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en donde lamatriz del problema esta dada por
Zgo(xi)go(xi) izgo(xi)gl(xi) Zgo(xi)gn—l(xi)
Zi:gl(xi)go(xi) Zi:gl(x )gl(Xi) izgl(xi)gn—l(xi)

0. 00)04) Tox)als) - Lo(x)a(x)

Dado que, tanto las funciones g;, como |os puntos (x;, ;) son conocidos, todos los elementos de la matriz A
pueden calcularsey €l sistema de ecuaciones se puede resolver con algin método numérico, como puede ser
la eliminacion gaussiana.

Para el g emplo propuesto, el sistema de ecuaciones tomalaforma

a | = Zyixi

>x, > X ZI x, log(x,)
Zlog(xi) in log(x, ) Zlogz(xi) % Zyi log(x;)
En general, lamatrix A se puede obtener como un producto matricial, A =G G', en donde

go(xo) go(xl) gO(XN—l)
91(.)(0) 91(.)(1) 91()fN—1)

N D% Zlog(xi) [aOJ 2

G=

gn_l.(xo) gn—li(xl) gn—l(;(N—l)

Por este método las sumas de lamatriz A son calculadas en la multiplicacion matricial, y no explicitamente,

N-1 N-1 N-1
— T — —
Aij - Z Gikaj - ZGiijk - Z gi (Xk)gj (Xk) .
k=0 k=0 k=0
Delamismaforma, € vector de términos independientes es un producto matricial, b = Gy, en donde

Yo
y=| "
yN—l
Ajuste polinomial

Para un modelo polinomial, y = ay + a;x + ... + a,.1X™*, por lo que g(X) = X. Paraeste caso, la
matriz G tiene sélo potencias de X,
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1 1 1
G _ XO Xl X N-1
n-1 n-1 n-1
XO Xl XN—l

Con esta matriz se construyen A y b y se puede proceder aresolver el sistema de ecuaciones.

Modelos no lineales

Cuando |os parametros aparecen en formano lineal se obtiene un sistema de ecuaciones no lineales.
Este problema se puede resolver usando una generalizacion del método de Newton. Por jemplo, lafuncién

f(x;a,b,c) = a+bexp(cx)
tiene un parametro no lineal y los parametros son solucion del sistema de ecuaciones no lineales
aN +bze™ -2y, 0
axe™ +bze’™ -zye™ | =|0].
asx.e™ +bxx e’ -2y x e™ 0
Algunas funciones pueden linealizarse mediante una transformacion, por €jemplo, la ecuacion
Y =1+ab”
se transforma en una ecuacion lineal a aplicar 1afuncidn logaritmo,
y=a,+ax, y=log(Y-1), x=X, a,=log(a), a =log(b).

Cuando la ecuacién no puede linealizarse, como la funcién del primer gjemplo, se obtendra un sistemade
ecuaciones no lineal.

Sesion practica
Escriba un programa que lea los datos de una curva patrén y que calcule los parametros del gjuste. El

programa también deberd calcular las concentraciones de un conjunto de muestras con absorbancia
conocida.
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

Una ecuacion diferencial de primer orden es una ecuacion que relacionaala funcién y(x) con su
derivada, y'(x). Dadalacondicion, y(xg) = Yo, € objetivo es encontrar ala funcidn que satisface la ecuacion

y' = f(x (),

y que cumple con lacondicion inicial. Al integrar la ecuacidn anterior se obtiene unarelacion integral para
lafuncion y(x),

y(x) = y(x,) + JX' f(x, y(x))dx.

Xo

Como y(x) es desconocida, los métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales se basan en
diferentes aproximaciones de esta Ultima ecuacion.

Método de Euler
El método de Euler consiste en suponer que, en laregion de integracion, el integrando se mantiene
congtante eigual asu valor inicial. Asi,

Xoth

y(Xo +h) = y(x,) + j (%o, Y(Xo))dx = Y%, ) + hf (X5, Ys)

Xg

Para estimar €l error de esta aproximacion es necesario desarrollar el integrando en series de Taylor,
alrededor X = X,

£(x, +h,y(% +h)) = f(x,¥0) + h[%{%xﬂ‘xo -

= (X, ¥,) +O(h)

por lo que a integrar se tiene que
Y(%o + ) = y(%,) + hf (%o, ¥,) + O(?).

Esto es, a evaluar lafuncién en x, + h con el método de Euler, e error esdel orden de h?, asi que para
valores muy pequefios de h, se esperaque e error sea mucho mas pequefio que |os dos primeros términos.

Dado que en general seresuelve paralafuncion y(x) en unintervalo [a, b], seeligeunvalor dehy se
aplicala aproximacion tantas veces como sea necesario para acanzar €l punto final del intervalo. Por lo
tanto, S xg = @, entonces b =X, + nh=a+ nh, o bien, para una particion uniforme de n elementos del
intervalo [a, b], & valor de h esta dado por

h=0-2a
n

Al aplicar n veces laaproximacion, el error acumulado resultaser n O(h?), pero como ny h tiene una
relacion inversa, €l error global del método eslineal en h, O(h). Este comportamiento ocasiona que, para
alcanzar la precision deseada, se requieran de valores muy pequefios de h'y por tanto de val ores muy
grandes paran.
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El método de Euler se puede implementar muy fécilmente y una propuesta se presenta a continuacion.

/* Sol uci on nunerica de una ecuacion diferencial usando el netodo de Euler */
#i ncl ude <stdio. h>

#i ncl ude <math. h>

#defi ne REN 100

doubl e f(double x, double y);
doubl e yeul er (doubl e xo, double yo, double h);

voi d sol uci on(doubl e x[ REN], double y[REN], int n, double x0, double y0, double h);

voi d sol _escribir(double X[ REN], double y[REN], int n);
mai n()

int n;
double a, b, h, fa;
doubl e x[ REN], y[REN];

printf("\nSol uci on de una ecuacion diferencial con el metodo de Euler.\n\n");
printf("x inicial: ");

scanf ("% f", &a);

printf("x final: ");

scanf ("% f", &b);

printf("y inicial: ");

scanf ("% f", &fa);

printf("nunmero de intervalos: ");

scanf ("%", &n);

h=(b-a / n;
solucion(x, y, n + 1, a, fa, h);
sol _escribir(x, y, n+ 1);

}

/* Rutina que construye |a solucion nunerica */
voi d sol uci on(doubl e vx[ REN], double vy[REN], int n,
doubl e x0, double y0, double h)
{
int i;

doubl e x, vy;

= X;
vy[0] =y;

for( i =1; i <n; i++)

yeuler(x, y, h);
X0 + h * i;

] .

]

X3
yi

/* Metodo de Euler */
doubl e yeul er (doubl e xo, double yo, double h)

{

return yo + h * f(xo, yo);

Observe que no estaincluidalafuncion f(x, y).

El método de Euler también corresponde a un desarrollo en series de Taylor de lafuncion y(x),
alrededor de x = X,

Y(% +h) = y(%,) + hy'(x,) +O(h?),

por lo que lafuncion y se aproxima por su recta tangente.
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M étodo de Euler

Método de Euler mejorado

Unamejor aproximacion se obtiene usando el teorema del valor medio en la ecuacion integral que
permite evaluar a Y(X, + h),

h

y(%o +h) = y(xo) + hf(&¥(€)) = ¥(xo) + hf(x0 +g,y(xo +§D ,

endonde & D[X0 ' Xg T h] . Observe que esta expresion es similar ala aproximacion rectangular en la
integracion numérica.

Debido a que funcion Y(X) no es conocida, suvalor en X = X, + %2 h se extrapola usando el método
de Euler tradicional,

y(Xo +%h) = y(Xo) +%hf(X01yo) .
Este procedimiento se puede describir en laformasiguiente,
y(%o +h) = y(x,) +k,
= hf (X, + 30y, +1k,).
k, = hf (%, Yo)

El método resultante presenta un error global cuadrético en h, O(h?), y esta eslarazén por lacual sele
denomina mejorado. Cada vez que se aplica este método, la funcion f(x, y) debe evaluarse dos veces, a
diferencia del método de Euler que sdlo requiere de una evualuacion, por o que el nimero de operaciones
realizadas también se duplica.
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/* Metodo de Eul er nodificado */

doubl e yeul erm(doubl e xo0, double yo, double h)
doubl e k1, k2
ki =h * f(xo0, yo);

k2 = h * f(xo + 0.5 * h, yo + 0.5 * k1)
return yo + k2

M étodo de Euler megjorado

Método de Runge-Kutta de cuarto orden

Uno de los métodos mas utilizados es el método de Runge-Kutta de cuarto orden. Como su nombre lo
indica, e error global es de cuarto orden, O(h*). Este método requiere de cuatro evaluaciones de la funcion
f(x, y), como se muestra a continuacion,

y(Xo +h) = y(x,) + 2 (k, + 2k, +2k; +k,)
k1:hf(x0,yo)
k, = hf(x, +3hy, +3k)
k, = hf(x, +3hy, +1k,)
k, = hf(x, +h,y, +k;)
/* Metodo de Runge Kutta de 40 orden */

doubl e yrk4(doubl e xo, double yo, double h)
doubl e k1, k2, k3, k4
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k1 = h * f(xo0, yo);

k2 = h * f(xo + 0.5 * h, yo + 0.5 * k1);

k3 =h * f(xo + 0.5 * h, yo + 0.5 * k2);
k4 = h * f(xo + h, yo + k3);

return yo + (k1 + 2 * k2 + 2 * k3 + k4) / 6;

}

Existen un procedimiento general para obtener aproximaciones de tipo Runge-K utta con un error
global de orden m. Los métodos de Euler y Euler mejorado pueden obtenerse por este procedimiento, y son
casos particulares para m= 1, 2. Tanto la descripcion del procedimiento como tabulaciones de los
coeficientes involucrados para m=1, ..., 8 pueden consultarse en:

G Engeln-Millges and F Uhlig
Numerical Algorithmswith C
Springer (1996)

Comparacion de los métodos presentados
Laecuacion diferencia lineal de primer orden
y = f(xy)=-2x-vy,
conlacondicioninicial y(0) = -1, puede integrarse directamente y su solucion es
y(x) = -3 -2x+2.

A continuacion se muestran los resultados que se obtienen al aplicar cada uno de |os métodos descritos
anteriormente. Se utilizan diferentes particiones homogéneas de losintervalos [0, 0.5] y [0, 1], Gnicamente
se muestran los valores de lafuncion y(x) en el extremo final de cadaintervalo.

METODO n EULER EULER MOD  RUNGE KUT  EXACTO
x =0.5 -. 819592
1 -0.500000 -0.875000 -0.820312
2 -0.687500 -0.831055 -0.819628
4 -0.758545 -0.822196 -0.819594
8 -0.790158 -0.820213 -0.819592
16 -0.805131 -0.819744  -0.819592
32 -0.812423 -0.819629 -0.819592
64 -0.816023 -0.819601 -0.819592

x =1.0 -1.10364
1 0. 00000 -1.50000 -1.12500
2 -0.75000 -1.17188 -1.10451
4 -.949219 -1.11759 -1.10368
8 -1.03083 -1.10680 -1.10364
16 -1.06822 -1.10439 -1.10364
32 -1.08617 -1.10382 -1.10364
64 -1.09496 -1.10368 -1.10364

Los resultados muestran que |os métodos de mayor orden requieren de un niimero menor de etapas para
satisfacer un mismo criterio de error. Al hacer una comparacion se debe tomar en cuenta que los métodos
de mayor orden también requieren de un mayor nimero de evaluaciones de la funcién f(x, y), y por tanto de
més operaciones. AUn considerando esta observacion, |os resultados obtenidos permiten concluir que el
método de Runge-K utta presenta un mejor desempefio.

Sesion practica

»  Escriba un programa para cada uno de los métodos presentados.
» Verifique las tendencias de la tabla de resultados.

*  Resuelvanuméricamente el problemadevalor inicial y' = xly, con y(0) =1, en €l intervalo [0, 1].
Compare |os resultados de sus programas con la solucién exacta.
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Sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden

Considere el sistema de N ecuaciones diferenciales de primer orden

dy,
d_)? = fO(X’yO""’yN—l)
dy.
d_Xlz fl(x!yO" ’yN—l)
dy,._
# = fN—l(X! yO""’yN—l)
en donde Yy, ..., Yn.1 SON funciones de x. Este sistema puede escribirse en notacion vectorial,
o d
y' = d_;/ = f(X, y) ,
endondey y f son vectores definidos en laforma siguiente,
yo(X) fo (X,Y)
_| w(¥) IRACY)
Yn-1(X) fN_l(x,y)

Los métodos descritos en la seccidn anterior pueden generalizarse facilmente paralos sistemas de
ecuaciones diferenciales.

El método de Runge-K utta para sistemas de ecuaciones consiste en las mismas expresiones
presentadas anteriormente, pero tomando en cuenta que ahoray vy f son vectores,

y(x+h) =y(x) + &(k, +2k, + 2k, +k,)
ky = i (xy(x)

k, = hf(x+%h,y(x) +4

ky =hf(x+1hy(x)+3

k, =hf(x+hy(x) +k;)

Observe que en este caso k1, ks, k3 y k4 también son vectores de N renglones.

A continuacion se muestran algunas partes de una implementacion de este método.

/*

* Archivo: rk4_vec.c

K e e e e e e e e e e mmmm e m =

* Sol uci on nurerica de un sistema de ecuaci ones diferencial es

* de primer orden: y' = f(x, y) usando el netodo de Runge Kutta
*/

#i ncl ude <stdi o. h>
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#i ncl ude <mat h. h>

#define DIM 2
#def i ne npasos 1024

void f_vec(doubl e x, double vy[DIM,

double vf[DIM,

voi d sol uci on(doubl e vx[ npasos],

doubl e vy[ DI M [ npasos], i

int d);

nt d, int n,

doubl e x0, double vyinicial[DIM,

doubl e h);

voi d rk4_vec(doubl e xn,

double yn[DIM,

doubl e vynew{ DI M,

voi d sol _escri bir(doubl e x[ npasos],

void vec_| eer(double v[DIM, int n);
mai n()
int i, d, n;

double h, a, b;
doubl e x[ npasos],

d
h

DM
(b - a) / n

d,
Y,

sol uci on(x, v,
sol _escri bir(x,

~

L A

En este probl ema:

El
al
/

nodi ficar el

voi d f_vec(doubl e x,
int i;
for( i =0; i <d;
switch(i)

case 0:
vi[i]
br eak;

case 1:
vi[i]
br eak;

defaul t:
vi[i]

-vy[

0;

}

y[ DI M [ npasos],

n+1, a, yini,
d, n+ 1);

Eval uaci on de la funcion vectori al

f{o] =y[1],

double vy[DIM,

i ++)

vy[1];

0l

f[1]
que equivale a | a ecuacion diferencial

doubl e y[ DI M [ npasos],

yini[DIM;

h);

f(x, y), en donde y

-y[ 0]
de 20 orden:

double vi[DIM,

/* Rutina que construye |a solucion nunerica */

voi d sol uci on(doubl e vx[ npasos],
doubl e x0, double vyinicial[DIM,

t
int i, j;
doubl e x,

y[DI'M,

< d;
< d;

for( j =1; j <n
{

rk4_vec(x, v,
X =x0+h?*j;
vx[j] = x;

for( i
for( i

ynew DI M ;

i++) y[i]
i++) vy[i][0]

j+4)

ynew, d, h);

i++) y[i]
i++) vy[il[]

ynewfi];
1 =yli]

doubl e vy[ DI M [ npasos],

doubl e h)

vyinicial[i];

ylil;

y y
uso de la estructura switch evita que queden el enentos sin definir
progr ana.

int d, double h);
int d, int n);

es un vector.

int d)

int d, int n,
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Es importante mencionar que las funciones no pueden regresar un vector como resultado de una
[lamada, por lo que el vector de resultados debe ser un argumento. La mayoria de las operaciones
vectoriales pueden realizarse con una estructura for de una solalinea. Se ha usado esta forma, aln cuando el
programa sea més largo, para mostrar la similitud con los programas de la seccion anterior.

Ecuaciones diferenciales de orden superior

Considere ala ecuacion diferencial de orden N,

dVz , B}
v g(x,z,z ooy 2N 1)).
S se definen las funciones
yo(X) = Z(X)
(X) (%) d fo(x’yo’-~-’YN—1)ZY1
X)=7Z'(X)=—2z
% dx fl(X’ yO!""yN—l) =Y,

N-1
Yaa(X) = Z(N—l)(x) = (di) z fN—l(X’ yO!""yN—l) = g(X’ yO""!yN—l)
X

entonces la ecuacion diferencial de orden N se puede representar por un sistema de N ecuaciones
diferenciales de primer orden,

y' =f(xy).

Asi, las ecuaciones diferencial es de orden superior generalmente se resuel ven como un sistema de
ecuaciones.

Por ejemplo, la ecuacion diferencial
[//n - _kZ[//,

en donde k es una constante positiva, tiene la representacion vectorial

T 2 '
Y1 -k Yo
En este caso las soluciones son funciones trigonomeétricas.

Proyecto #4: Particula encerrada en presencia de un campo de
fuerzas

La descripcion de un sistema microscopico esta dada por la funcién de onda del sistema, ¢(x). En
general, para sistemas estacionarios, ésta se obtiene resolviendo la ecuacién de Schroedinger independiente
del tiempo,

Hl//ﬂ = Enl//ﬂ'
en donde H es un operador diferencial de segundo ordeny E, es el valor propio asociado con ¢,. Dado que

se tiene una ecuacion de valores propios, €l valor propio, E,, se obtiene junto con la solucion del problema,
y casi siempre esta relacionado con las condiciones de frontera.
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Considere un sistema unidimensional, en donde se tiene una particula restringida a moverse solamente
en el intervalo [0, 2L]. Para este sistema la funcidn de onda satisface la ecuacion diferencia

—h2
2m

Y V(X =Ey,

en donde V(x) eslafuncion de la energia potencial, que depende de las fuerzas que actian sobre la
particula. Si se hace el cambio de escala r = x/ 2L, la ecuacion puede escribirse en laforma

Y =[V(r) - g]Y =K(r, )Y,
endonde Y(r) = ¢AX), V(r) =V(X)/ Eyo, e=E/EgyYy
hZ
0~ a2
Ademés, lavariable adimensiona r quedarestingida al intervalo [0, 1].

Para una particula encerrada, la funcion de onda debe ser cero en las paredes, por 1o que
Y(0) = Y(2) = 0. Esta condicion determina alos val ores propios, ya que, de todas la soluciones de la ecucion
diferencial, sblo para algunos valores de ¢ existen soluciones que cumplen las condiciones de frontera. Por
gjemplo, en ausencia de fuerzas, v(r) = 0, setiene la ecuacion diferencia

Y" =-&Y,

con &> 0. En lafigura siguiente se muestran a gunas soluciones para diferentes valores de &

Solucionesdela ecuacion Y' =-£Y con Y(0) =0, paradiferentes valoresde ¢

Un método para encontrar |os valores propios consiste en resolver la ecuacion diferencial para diferentes
valores de &, y buscar aquellos valores de ¢ paralos que Y(1) = 0. Para este propdsito se puede usar un
método como el de labiseccién o el de la secante. La dependencia de Y(1) con € se presenta en una grafica
y puede observarse que sdlo para algunos valores de € se cumple la condicion de frontera.
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Y(2)

Sesion préctica
»  Escribaun programa que permita resolver un sistema de ecuaciones diferenciales.

»  Modifique su programa para resolver €l problema de una particula encerrada en presencia de un
campo de fuerzas.

» Enausenciade fuerzas, los valores propios son conocidos en forma exacta. Obtengalos dos
valores propios de menor energia.

»  Encuentre el estado basal y el primer estado excitado para una particula encerrada en presencia de
los potenciales v(r) =10 (r - %2, v(r) =10sin(7rr) y v(r) =-10 sin(7r).

/* Para el problenma de | os val ores propios es reconendabl e
* usar macros para |as cantidades que se nantiene fijas
* conmp en el siguiente ejenplo. */

#define a 0.0
#define b 1.0
#define DIM 2
#defi ne npasos 128

doubl e E;

void f_vec(doubl e x, double vy[DIM, double vf[DIM);

doubl e K(doubl e x);

doubl e V(doubl e x);

voi d sol uci on(doubl e vx[ npasos + 1], double vy[D M[npasos + 1], int N,
doubl e x0, double vyinicial[DIM, double h);

void rk4_vec(doubl e xn, double yn[DIM, double vynew DIM, double h);

voi d sol _escribir(double x[npasos + 1], double y[DIM[npasos + 1], int N);
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Comentarios finales

Este curso tiene como finalidad mostrar 1os elementos basicos un lenguaje de programacion 'y aplicar
estos elementos para programar agunos métodos numeéricos, todo esto dentro del ambiente UNIX. El curso
puede considerarse como una introduccion al computo cientifico.

Actualmente, los lenguajes de programaci n més utilizados para realizar cbmputo cientifico son el
lengugje Cy e lenguaje FORTRAN. En estas notas se optd por usar e primero. Ambos lenguajes tiene
muchas similitudes y aprender con uno de ellos facilita enormemente el estudio posterior del otro. Por 1o
cual, la eleccion uno de ellos no limitalos alcances del curso. En estas notas slo se presentan |os elementos
basicos del lenguaje C y su dominio requiere de profundizar en muchos aspectos que se encuentran mas ala
de los objetivos del curso, sin embargo el material cubierto permite escribir programas que realicen
cOmputo numerico.

Los método numeéricos presentados en €l curso son una pequefia muestra de los métodos mas comunes
y de mayor utilidad en las ciencias. Estas notas no pretenden ser una revisién exaustiva ni un curso formal
deandlisis numérico y el autor recomienda a los estudiantes que revisen lalista de referencias para
profundizar en el temay ampliar sus conocimientos en |os aspectos que no se cubren en esta obra.

Finalmente, el uso del sistema operativo UNIX durante este curso permite que el alumno se enfrente a
sistema operativo que usan la mayoria de las computadoras dedicadas al computo cientifico en el mundo.

Como complemento del curso, y para que |os alumnos puedan practicar en su casa, se recomienda
utilizar el compilador publico gcc (GNU C Compiler) que es de distribucién gratuitay que es desarrollado
por la Free Software Foundation. La informacion sobre este programa se puede obtener del sitio Web
www.gnu.org, en donde se encuentran ligas hacia los sitios que contienen |os programas gque se pueden
gjecutar en MS-DOS, Windowsy otras plataformas. Del mismo sitio se puede obtener informacion sobre
algunas colecciones de programas que simulan el ambiente UNIX en una computadora personal, entre éstas
estén: bash, file utilities, text utilities, grep, vim, etc. También, existe la posibiladad de simular un ambiente
UNIX en una ventana de Windows. Esta se encuentra disponible en la pagina www.cygwin.com e incluye €l
shell bash, el compilador gce y las herramientas para el manejo de texto, archivosy directorios. Esta
aplicacion requiere de mucho espacio en disco, pero tiene la ventagja de que las actualizaciones se realizan
facilmente. Adicionalmente, existen ambientes de programacion disponibles en interner, basados totalmente
en Windows o en MS-DOS, que son igualmente Utiles para programar, pero que no permiten practicar las
ordenes de sistema UNIX que se usan en este curso.
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