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Resumen

Debido a que la energia del estado basal presenta concavidad estricta con respecto a
sus variables naturales, nUmero de particulas y potencia externo a los electrones, es
posible generar otras representaciones basadas en la transformacion de Legendre.  Este
hecho permite establecer un esquema de reduccion de derivadas, parecido a de la
Termodinamica, que sistematiza la busqueda de relaciones entre diferentes tipos de
cantidades En particular, este método se aplica pararelacionar parametros de reactividad
guimica.

Una de las representaciones originales, F[N,p], presenta algunos problemas, ya que
sus variables independientes tienen dependencias explicitas. Una forma de solucionar
este problema consiste en buscar una nueva representacion que no involucre a estas
variables y que mantenga las propiedades de concavidad. Como una aternativa se
anadliza a la energia por particula.  Esta ecuacion fundamental evita los problemas
anteriores y permite emplear las transformaciones de Legendre para generar un conjunto
de nuevas representaciones para |l os estados basales.

Con las nuevas ecuaciones fundamentales, se analiza la solucion de la ecuacién de
Thomas-Fermi con métodos perturbativos y algunas aplicaciones a problema de la
reactividad quimica. En e primer caso, al trabgjar con la ecuacion de Thomas-Fermi,
escrita en términos de la densidad, se obtiene una convergencia monétona y més rapida,
gue cuando se usa la ecuacion tradicional, utilizando este esquema perturbativo. En el
caso de la reactividad, se demuestra que @ principio de igualacién de potenciales
guimicos es consecuencia de incluir una restriccion en un problema variaciona, y que la
suma de las blanduras se conserva en |as reacciones quimicas €l emental es.
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I ntroduccion

El estudio de la estructura electronica de &omos, moléculas y solidos esta basado en
la Mecanica Cuéntica.  Tradicionalmente, se obtiene la funcion de onda resolviendo la
ecuacion de Schroedinger, sin embargo la Teoria de Funcionales de la Densidad presenta
una alternativa para este estudio. Los métodos basados en esta teoria han probado ser de
gran utilidad en e andlisis de la estructura electrénica de estados basales, debido a su
precision y eficiencia.

Debido a las propiedades de la ecuacion fundamental de esta teoria, es posible hacer
un paralelismo con la Termodindmica.  Algunas de las ecuaciones de la Teoria de
Funcionales de la Densidad son similares a las ecuaciones termodinamicas, e incluso en
algunas aplicaciones se obtienen conclusiones muy parecidas.  Desde luego, esta
similitud se da solo en la forma de las ecuaciones y no implica que las variables tengan el
mismo significado, ni que se puedan combinar ecuaciones y propiedades de ambas
teorias.

En la Termodinamica la concavidad de la ecuaciones fundamentales tiene un papel
relevante y permite obtener representaciones aternativas para describir los estados de
equilibrio, através de la transformacion de Legendre. En este trabajo se aprovechan las
propiedades de concavidad de la ecuacion fundamental de la Teoria de Funcionales de la
Densidad y se emplean las transformaciones de Legendre para generar representaciones
aternativas paralos estados basales. Dentro de las aplicaciones que se desarrollan estan:
la construccion de una metodologia para la reduccidn de derivadas, e tratamiento de la
ecuacion de Thomas-Fermi con un método perturbativo y e andlisis de un par de
problemas en el campo de lareactividad quimica.



1. TeoriadeFuncionalesdela Densidad

La Mecanica Cuantica permite estudiar las propiedades y las interacciones de los
sistemas a nivel molecular, y la descripcion de la estructura electrénica de aomos,
moléculas y sdlidos esta contenida en la ecuacion de Schroedinger. En genera, las
soluciones de esta ecuacion son muy complicadas, ya que dependen de muchas variables,
y hay muy pocos problemas para los que se encuentra solucion analitica, en la mayoria de
|os casos sol 0 se tienen aproximaciones de la solucion exacta.

Lateoriade funcionales de la densidad presenta una alternativa para estudiar el estado
basal de los sistemas microscopicos. En esta teoria se trabgja con la densidad
electronica, la cua es una cantidad mas simple que las soluciones de la ecuacion de
Schroedinger. Sin embargo es importante recalcar que ésta es una teoria de estados
basales.

La Ecuacion de Schroedinger

Para un sistema de N electrones bagjo la influencia de un potencial v(r), externo a los
electrones, e operador hamiltoniano tiene laforma siguiente,

DR Wy

i=1 j=i+

J

‘+2v(r) . (D

Si d potencia externo no depende del tiempo, toda la informacion del sistema esta
contenida en | as soluciones de la ecuacion de Schroedinger independiente del tiempo:

A

HuoW (X0 Xy ) = E W (X, Xy ) )



Las funciones de onda, W;, son funciones antisimétricas ante €l intercambio de cualquier
paregja de coordenadas, y su médulo a cuadrado debe integrar a uno,

J.L"i*(xl,-.-,XN)LIJi (Xyeees Xy J O OXy =1, )
donde cada coordenada x; representa al conjunto de coordenadas espacialesy de espin:

x={r,a . (4)

En la mayoria de los casos no es posible resolver la ecuacion de Schroedinger en
forma exacta. En estas circustancias, la energia correspondiente a una funcién de onda
aproximada esta dada por €l valor esperado del operador hamiltoniano,

E=(WA,,

‘P>=I‘P*(x1 ,,,,, Xy ) Ay W(Xg,een, X ) OX Oy (5)

Cuando los valores propios de la energia estan acotados por abajo, |a energia del estado
basal, Ep, eslacotainferior de la energia de la funcion de onda aproximada:

E, < (WA,

o) | ©®)
donde
E, :Min{Ei‘F'N,vai :Equi] . (1)

Tradicionamente, este principio variaciona se utiliza con frecuencia para obtener
soluciones aproximadas. Existen algunos casos en los cuales el espectro no esta acotado
por abajo, por gemplo e espectro del potencia v(x)=x es & conjunto de los nimeros
realesy en este caso no existe un estado basal.

Debido ala antisimetria de la funcion de onda, € valor esperado del hamiltoniano se
puede escribir como:

+quﬁ(xl ,,,,, XN)%W(xl ..... Xy ) o, Xy (8



donde se puede observar que la mayor parte de lainformacidn que contiene la funcién de
onda desaparece al realizar las integrales sobre las variables x5 axy. Por lo tanto, si solo
se desean conocer valores esperados de operadores que contienen, a lo més, operadores
de dos cuerpos, no es necesario tener lafuncion de onda completa.

Matrices de Densidad Reducidas

El moédulo al cuadrado de la funcién de onda se puede interpretar como una densidad
de probabilidad. Esdecir, la probabilidad de encontrar alas N particul as alrededor de las
coordenadas X1, ..., Xy esté dada por:

APy (X4 Xy ) = W (X X )W (X ey X ) OX X 9)

En forma andloga, se pueden definir cantidades méas generales. La matriz de densidad
reducida de orden k se define como?:

FO (X X XX, ) =

(10)
jwl (X4, X X e Xy ) Wi (X, Xy ) Oy OX
y su parte diagonal representala densidad de probabilidad de k cuerpos,
AP, (Xpree X ) = T (X X X X, ) Oy (12)
Ademés, las matrices de densidad de ordenes sucesivos estan rel acionadas por:
FED (X XXX, ) =
k (K) (g1 ' ' (12)
. mjr (xl,...,xk_l,xk|x1,... xk)dxk
y las partes diagonal es integran a un coeficiente binomial,
(k) - N
J.I' (xl,...,xk|x1,...,xk)dxk...dxl— K (13)

En particular, la parte diagonal de la matriz reducida de primer orden es la densidad de
particulas:

p(x) =T (xx) (14)



y su integral esigua a nimero de electrones.

Para € valor esperado de la energia, es posible escribir ala Ec.(8) en términos de las
matrices reducidas de orden uno y dos,
E= —%Id(x’l -x,)3,°T® (x;|x1)dx’1dx1 +
J. I'(Z)(xl,x2|x1,x2) 1 (15)

] dx,dx, + Iv(rl)p(xl) dx,
0 bien, Unicamente en términos de la matriz de segundo orden :

E= J.J(xi -%,)3(X}, = X,)

. (16)
-+ 0,2 +ﬁ+ﬁv(rl) r(2)(x'l,x'2|x1,x2)dx’zdxzdx;dxl
1 2

Dado que la energia aproximada no puede ser menor que la energia del estado basal, en
principio, esta ecuacion proporciona un método variaciona para la matriz de segundo
orden.  Sin embargo, las matrices ' ® que se pueden utilizar en la Ec.(16) deben
provenir de una funcion de onda normalizada y antisimétrica de N particulas (matriz N-
representable).  Desafortunadamente, no se conocen las condiciones necesarias y
suficientes que debe satisfacer una funcion de cuatro coordenadas para ser N-
representable? y, por o tanto, no es posible utilizar este procedimiento.

Teoremas de Hohenberg y Kohn

Asi como la energia resulta ser un funcional de la matriz de segundo orden, la energia
del estado basal también es un funcional de su densidad. La demostracion de esta
dependencia esta basada en | 0s teoremas que se presentan a continuacion.3

El primer teorema establece una relacion biunivoca entre la densidad del estado basal
de un sistema y € potencia externo correspondiente, cuando € estado basa no es
degenerado.



Teorema |
Si W, eslafuncion de onda del estado basal de un sistema con N electrones, bgjo la
influencia del potencial externo vy, y W, es la funcion de onda del estado basal del
sistema con potencial v, entonces las densidades correspondientes, p; y po, Son
diferentes.

Demostracion (por reduccion al absurdo)
Suponga que las densidades, p1 y po, son iguales. Dado que W, y W, satisfacen
ecuaciones de Schroedinger diferentes, entonces las funciones de onda también
son diferentes. Aplicando € principio variacional paralos dos hamiltonianos, se
obtienen |las desigual dades siguientes,

<LIJ2 ‘ I:|1|LIJ2> > <LIJ1‘ I:|1|kpl>

(W[ Fafw) > (W, [ |w,)
Si se toma en cuenta que los hamiltonianos sélo difieren en los potenciales
externos, entonces a sumar ambas desigualdades y reacomodar los términos
resultantes se obtiene la expresion:

<W1‘V2 'V1|qJ1> > <qu ‘Vz 'V1|l'P2>
A partir de la antisimetria de la funcion de onda y utilizando la Ec.(14), se tiene
que:

J.Iol(r)[VZ(r) 'Vl(r)] dr > J.,OZ(I‘)[VZ(I‘) - Vl(r)] dr,

pero por hipétesis, las densidades son iguales, entonces esta desigualdad es
inconsistente.

Por lo tanto, |as densidades no pueden ser iguales.

Este teorema permite establecer 1a dependencia entre la energia del estado basal y la
densidad el ectrénica correspondiente, através del corolario siguiente.

Corolario
Dado que la energia del estado basal es un funcional del potencial externo, entonces
también es un funcional de ladensidad del estado basal.



Demostracion

Dela Ec.(7) se puede observar que la energia del estado basal es un funcional del
potencia externo y unafuncion de N. Ademas, la relacion biunivoca dada por €
teorema | permite escribir, a menos formalmente, al potencial externo como un

funcional de ladensidad del estado basal. Por |o tanto:
E = E[N,v] = E[N,v[0]| = E™[]

El segundo teorema constituye un principio variacional paraladensidad electrénica.

Teoremall
Ladensidad del estado basal de un sistema seré aquella que minimice a funciona de
laenergia.

Demostracion
Sea p la densidad del estado basa del sistema y p' una densidad diferente.
Siguiendo a teorema I, p' debe provenir de un hamiltoniano con diferente
potencial externo, y las funciones de onda correspondientes W y W' deben ser
distintas. Por lo tanto, haciendo uso del principio variacional:

(W] Al) > (W]Aw)
0 bien, en términos de la densidad,

EHK[IO,] > EHK[,O]

Es importante hacer notar que la demostracion de este teorema involucra solamente
densidades que provienen del estado basal de un sistema con un potencia externo dado
(densidades v-representables). En principio, ésta seria unarestriccion muy grave para el
uso de este teorema ya que no se conocen la restricciones que deben satisfacer estas
densidades, sin embargo mas adelante se vera como se puede extender su validez.

Aprovechando estos teoremas, se puede ver que en la Ec.(15) solo aparece la densidad
explicitamente en € Ultimo término, sin embargo, del corolario, se sabe que toda la
ecuacion es un funcional de ladensidad. Por lo tanto, esta ecuacion se puede rescribir en
laforma siguiente:

E™[p0] = F™[ 0] +jv(r)p(r)dr : (17)



donde € funcional FHK se conoce como e funcional universal de Hohenberg-Kohn, ya
gue no contiene a potencia externo en forma explicitay debe tener la misma forma para
cualquier sistema electronico.  Este funciona contiene las contribuciones de |a energia
cinética y de la interaccion entre los electrones, sin embargo su forma explicita es
desconocida, ya que sélo se conocen estas contribuciones en términos de las matrices de
primero y segundo orden. Pero a pesar de que el funcional universal es desconocido, en
laliteratura existen muy buenas aproximaciones para las partes que lo constituyen.

Utilizando € teorema Il, es posible determinar la densidad de un sistema
minimizando a funcional de la energia, Ec.(17). Como la densidad debe integrar a
nimero de electrones N, en el proceso variaciona se debe incorporar esta restriccion
utilizando el método de Lagrange?. ESs decir, se debe minimizar libremente e funcional
auxiliar,

Apl=E™[p]-uN[A] . (18)
donde p es e multiplicador de Lagrangey
N[ o] :J',o(r)dr : (19)

es larestriccion.  Por lo tanto la densidad debe satisfacer |a ecuacién de Euler-Lagrange
siguiente,
HK

Jpo(r)

donde ya se hizo uso de la Ec.(17), y € multiplicador de Lagrange se debe determinar
satisfaciendo la Ec.(19).

+v(r)=u (20)

N-y v-Representabilidad

En la seccion anterior se coment6 que e teorema |l sdlo era vaido para cierto tipo de
densidades. En esta seccion se tratard brevemente sobre las caracteristicas de estas
densidades.



Se dice que una densidad es v-representable si es la densidad del estado basal de un
sistema con algun potencia externo, v(r). Mientras gue una densidad es N-representable
s proviene de alguna funcion de onda antisimétrica de N particul as.

Una densidad arbitraria puede no ser ni , N-, ni v-representable. Pero si una densidad
es v-representable, entonces también es N-representable, ya que proviene de lafuncion de
onda del estado basal de algun hamiltoniano.

Las condiciones que debe satisfacer una densidad para ser N-representable son las
siguientes:®

Ar) =0, J.,o(r)dr =N,y -HD,O%

Mientras que las condiciones que debe satisfacer para ser v-representable son
desconocidas. Es més, incluso para sistemas de una particula existen densidades
razonables que no provienen de ninguna funcion de onda de estado basal .6

“dr <oo . (21)

La Formulacién de Busqueda Restringida

El teorema | permite, formalmente, establecer una dependencia de la funcién de onda
del estado basal y la densidad correspondiente.  El paso de la funcién de onda a la
densidad se redliza por integracciéon, Ec.(14). Para e proceso contrario es necesario
seguir €l siguiente procedimiento.”

Considere a todas las funciones antisimétricas de N particulas que a integrarlas, de
acuerdo con la Ec.(14), dan la densidad del estado basal, p. Estas funciones estarén
denotadas genéricamente por Wy, mientras que la funcion de onda del estado basal sera
W. A partir del principio variacional, setiene la desigualdad siguiente,

() (o] 0) < @

s se utilizala Ec.(15) y € hecho de que todas las funciones generan la misma densidad,
entonces la desigualdad tomala forma:



(W, [ T+VW, ) 2 (WT+V W) (23)

donde T es el operador de energiacinéticay Ve €S € operador de interaccion electronica
Por tanto, entre las funciones W, la funcién de onda del estado basal es la que minimiza
al valor esperado <T+Vg>. Comparando con la Ec.(17), esta desigualdad permite definir
al funcional universal, FHK| para cualquier densidad N-representable:

F*¥[ o] = Mpin<wp\T VW) (24)

Este mismo argumento se puede utilizar para extender |la validez del teorema II.
Considere @ principio variacional dado por la Ec.(6). La busgueda del minimo se debe
realizar sobre el espacio de las funciones de onda antisimétricas de N particulas. Para
simplificar este proceso, se puede partir este conjunto de funciones en subconjuntos méas
pequefios gque tienen interseccion nula.  Cada uno de estos subconjuntos contiene a todas
las funciones que generan la misma densidad, de tal forma que la Ec.(6) puede escribirse
de lamanera siguiente,

")

T+V, +ZN:v(ri)

i=1

T+V, +ZN:v(ri)

i=1

E= Min<lP
W

= Mgn{hd)in<wp Wp>} . (25)
= I\/Ipin{l\{lpin<wp|T +Vee|Wp> +j,0(r)v(r)dr}

Esta ecuacion, junto con las Ecs.(17) y (24), permiten definir a la energia como un
funciona de la densidad para cualquier densidad N-representable, y extender e teorema
[1, también para estas densidades:

E= MJnEHK[,o] . (26)

Laventgja de trabgjar con densidades N-representabl es estriba en el hecho de que si se
conocen las condiciones que deben satisfacer estas densidades y se pueden aplicar en la
préctica, junto con una aproximacion de FHK, para estudiar las propiedades del estado
basal de los sistemas microscdpicos.



2. Representaciones de Estados Basalesy
Reduccién de Derivadas.

En genera, €l valor esperado de la energia se puede escribir en términos de la funcion
de onda , de las matrices de densidad de primero y segundo orden, e incluso, para €
estado basal, como un funcional de la densidad electrénica.  Sin embargo, éstas no son
las variables independientes que determinan el estado basal de los sistemas moleculares.
Aprovechando las propiedades de concavidad, es posible construir un esguema de
ecuaciones fundamentales, similar a de la Termodindmica, con representaciones
alternativas y reduccion de derivadas.

Representacion de la Energia

Para describir totalmente a un sistema electrénico es necesario conocer € nimero de
particulas que contiene, N, y € potencial externo a los electrones, v(r). Con esta
informacion se puede construir € hamiltoniano del sistema,

Ao = A +30(1) )

donde e primer término contiene solamente | as contribuciones de | os el ectrones,

A :ZN:(—%DZ)+§ZN:%W , 2

i=1 i=1 j=i+l

mientras que & segundo toma en cuentaa medio en e que se encuentran las particulas.

Si e espectro del operador esta acotado por abajo y es discreto en esta region,
entonces la energia del estado basal se puede definir en laformasiguiente,

E=ENV] =Min(E[A, W =EW] | 3

10



donde las funciones W; son funciones antismétricas de N particulas, que estén
normalizadas. Por lo tanto, las variables basicas que describen a un sistema y, en
consecuencia, a la energia del estado basal son € ndimero de electrones y el potencial
externo. Debido aque € potencia no es una variable escalar, entonces la energia es una
funcién del nimero de particulas y un funcional del potencial externo.

S se asume que este funciona es diferenciable con respecto a sus dos variables
independientesy si el estado basal no es degenerado, entonces,8

dE = xdN +J',o(r) o(r)dr 4)

donde u es € potencial quimico del sistema,

dEj

=|—| |, 5
u=(55) ©

y, de la teoria de perturbaciones se tiene que la densidad del estado basal, p, es la
derivada funcional con respecto al potencial:9

Ar) =( ;ﬁ)] - ©)

Por |o tanto, la Ec.(3) juega €l papel de una ecuacion fundamental para el estado basal, y
las propiedades del sistema son derivadas de la energia.

Concavidad

En la Termodinamica, la concavidad de las ecuaciones fundamentales tiene un papel
muy importante.l0 En el caso de la energia, la Ec.(3) presenta concavidad estricta con
respecto a sus dos variables independientes en sistemas atdbmicos y molecul ares.

Unafuncion f es convexasi cumple con la desigualdad siguiente,11

ftx, +(1-t)x,) <tf(x) +(1-t)f(x,) | @)

para toda X; y X, en el dominio de fy t J[0,1]. Una funcién f es concava si -f es una
funcidn convexa, o bien, si seinvierte el sentido de la desigualdad anterior.

11



En &omos y moléculas, la energia es una funcién convexa del nimero de electrones,
debido a que los potenciales de ionizacion sucesivos son cada vez mayores.l2  Por lo
tanto, s se tomala Ec.(7) paralaenergia, a potencial fijoy con x;=N, Xo=N-2y t =%, se
obteniene la desigualdad deseada:

lys = E[N-2,v]-E[N-1V] > E[N-LV]-E[N,v] = I, . ©)

Con respecto a la dependencia con e potencia externo, la energia es un funcional
concavo,13 esto es,

E[N,av, +(1-a)v,| = aE[N,v,] +(1-@)E[N,v,] , (9)

paaO<a<l. Lademostracion de esta desigualdad proviene del principio variacional.
Sea W, la funcion de onda del estado basal del sistema con potencia v=av,+(1-a)vs,,
entonces:

\

E[N,V] = (W,

Hiy|W,) = (W

al:lN,vl +(1_a)|:IN,v2|LIJv> 1 (10)

S se separa laintegral y se aplica @ principio variaciona a cada sumando, se obtiene la
Ec.(9).

Transformaciones de Legendre

Al igua que en la Termodinamica, la concavidad estricta de la ecuacion fundamental
permite construir otras representaciones para los estados basadles, utilizando la
transformacion de Legendre.

Sea y=f(x) una funcion con concavidad estricta, es decir f"(x) es positiva, 0 bien
negativa, pero no cambiade signo. Latransformacién de Legendre de lafuncion f es una
nueva funcién g(p) construida de la manera siguiente, 14

a(p) = £(x(p)) - px(p) . (12)

donde

12



p=p(x) = (%) : (12)

Esta relacion se puede invertir, ya que p es una funcion monétona de x (la derivada de p,
gue es la segunda derivada de f, no cambia de signo), debido a la concavidad de f. Una
propiedad importante de esta transformacion es que la nueva funcion también tiene
concavidad estricta.  Ademés, a aplicar dos veces la transformacion de Legendre se
obtiene lafuncion original, es decir, es un transformacion invol utiva.

Dado gue la energia presenta concavidad estricta con respecto a ambas variables, la
transformacion de Legendre permite obtener solamente tres nuevas representaciones, 1>

F[N, o] = E—J.,o(r)v(r)dr
Q[uv] =E~- N . (13)
Rup] = E~ N~ [ plr)v(r)dr

Estas representaci ones contienen la misma informacion que la ecuacién fundamental dela
energia 'y también tienen concavidad estricta.  Ademas, permiten estudiar a los sistemas
moleculares cuando |as variables relevantes del problemano son Ny v.

A partir delaEc.(4), las formas diferenciales de las nuevas ecuaciones fundamentales
toman laforma siguiente,

dF = 4N ~ [ v(r) ge(r)dr
dQ = -Ndu+ [ p(r) &(r)dr (14)
dR= —Nd,u—J.v(r)é'p(r)dr

y por la igualdad de las segundas derivadas cruzadas, se obtienen las relaciones de
Maxwell,

v (15)
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En general, las segundas derivadas estan asociadas con las funciones de respuesta y a
igual que en la Termodinamica, las derivadas de diferentes representaciones estan
relacionadas.

Método Sistematico de Reduccién de Derivadasl®

Todos los funcionales de las representaciones de estados basales, dados por las
Ecs.(3) y (13), dependen de una variable escalar y de una funcion.  Para obtener
relaciones generales entre las derivadas de dos representaciones cualesgquiera, a
continuacién se presenta un método sistemético para la reduccién de derivadas.
Previamentel” se desarrollé un procedimiento para relacionar derivadas, éste consiste en
aplicar las generalizaciones de la regla de la cadena y la regla ciclica. Sin embargo,
aparecen derivadas que no pertenecen a ninguna de las cuatro representaciones, y por
tanto, no se tiene ninguna garantia de gue estas derivadas se puedan calcular para un
estado basal.

Para relacionar las derivadas en dos representaciones arbitrarias, se utilizara la
siguiente notacion: las variables escalares (N y p) se designan con x;, mientras que las
funciones (v y p) se representan con y;. Considere a la cantidad arbitraria A.  Su forma
diferencia en las dos representaci ones esta dada por:18

dA:(;'—)':] dxﬁﬂﬁj dy,(r)ar

Y1 X

dA:(Z_ijzdszrI(%Er)j Iy, (r)dr |

X2

(16)

Tanto dx,, como dy,, pueden escribirse en larepresentacion de las variables [Xq, Y4,

o, = (Z’z)n i, +j(;j‘(2r)] &,(r)dr

X1

dy,(r) = (d;;x(lr)] ) dx, +I[g’/lz((rr’))jx &,(r")dr’

(17)
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por lo tanto, s se sustituyen estas expresiones en la Ec.(16) y se igualan los coeficientes
de las variables independientes, se obtiene |as relaciones siguientes,

o), 50 (5 ) )

(@i\r)]x :(x](;x(r)] gl (@i')lz(%l((rr’))]xldr'

1

(18)

Estas ecuaciones permiten transformar a las derivadas de la representacion [Xo, Y,] en
derivadas de [X1, y1]. Sin embargo, los coeficientes de transformacion, [0%/0%4]y,
[OXo/OY4] Xq? [0y2/0x4] y Y [Oyo/0y4] xq+ SON derivadas de la representacion x4, y1], que son
las cantidades que se desean conocer. Para determinarlas, basta con remplazar a A, en la
Ec.(18), por X1 y y1(r), y resolver el sistema de ecuaciones resultante:

a-)-J(2) [(30) -[[25) |20 (&) e
(o) =-{(52) 1 (%) (520
)

(2 V” ) =iy (255

X Y1

(19)

Primero se debe encontrar [dy/dy] Xq resolviendo la ecuacion integral. Con ésta, las dos
derivadas siguientes se pueden evaluar directamente, Si se toma en cuenta que [Ox,/dy; ] Xq
y [0y,/0%4] vi estan conectadas por unarelacion de Maxwell. Unavez que se tienen estas
derivadas, la Ec.(18) se puede utilizar para cualquier otra cantidad.

Cuando una de las variables independientes es comun a ambas representaciones, las
ecuaciones de transformacion se simplifican enormemente.

15



Si en ambas representaciones la segunda variable es lamisma, y=y;=Y», la ecuaciones
toman la forma més simple.  Estas representaciones difieren solo en la variable escalar,
[X1, Y] Y [X2, Y], Y las ecuaciones de transformacion, Ecs. (18), pueden escribirse de la
manera siguiente,

(dA) _(o”'Aj (dxzj
Ix, - %, ) \ 90X,
y y y , (20)

(wd(é)j :(jfj[;((r)j +[5f(?))

X X

X2

donde |as derivadas de |a representacion [X4, y] estan dadas por:
-1
(o"xzj _ [o"xlj
I X, , Ix, ,
-1
o), 5 ) G
&), |\ox), [ \a)

Estas ecuaciones corresponden a la regla de la cadena, la derivada inversa y la regla
ciclicadel célculo tradicional.

(21)

X2

En e segundo caso, x=x1=X,, Yy las derivadas de la representacion [X, y;] estén
relacionadas con las de [x, yo] através de:

(22) -(2) +f(52) (2L)

f , (22)
a1 50
y
=)= %) (5
(23)

(250, =105 () o
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En este caso, |a derivada [dy,/dy4], debe obtenerse de la ecuacion del inverso funcional, y
las otras relaciones son la generalizacion funcional del caso anterior.

De esta forma, se tienen las ecuaciones necesarias para llevar a cabo e proceso de
reduccion de derivadas en cualquier situacion.  Ademas este proceso garantiza que
solamente apareceran cantidades de las cuatro representaciones de estados basales, ya que
los coeficientes de transformaciéon son a su vez segundas derivadas del alguna de las
cuatro representaciones.

Problemas de las Representaciones

De las cuatro representaciones que se tienen, una de ellas presenta un problema en
relacion a sus variables independientes.  La ecuacion fundamental :

FIN, o] = E[N,v] = [ v(r)(r)dr (24)

tiene como variables independientes a nimero de electrones y a la densidad electronica
Sin embargo, entre ambas cantidades hay dependencias explicitas,

or,) = NJ W Xy X JW(Xys o0 X )OO, 0K
N = Ip(r)dr

Es importante hacer notar que la densidad electronica no depende del espin, ya que se ha
realizado laintegracion sobre éste Ultimo.

(25)

Este tipo de dependencia ocasiona que aparezcan derivadas que no tiene un
significado preciso, como:

)

donde no es claro como puede cambiar € nuimero de particulas, cuando la densidad
€l ectronica permanece constante.

17



También algunas ecuaciones que provienen de la reduccion de derivadas presentan

inconsistencias. Por ggemplo, setiene la ecuacion siguiente,

(%) =] (;p((rr'))j N(d;(;')jpd" ’ (27
que a integrarlasobre r tomalaforma
(220 (59 [ 260 o

Algunas de estas integrales pueden evaluarse facilmente.  Si se toma la diferencial de la
densidad, en la representacion tradicional de la energia, y se integra la ecuacion, se tiene

que:

dN = [ do(r)dr = de(d;(I\:)

y como Ny v son variables independientes, entonces sus coeficientes a ambos lados de la

jv dr + J.[I(;p((rr,))j N dr}d/(r Ndr' . (29)

ecuacion deben ser iguales. De aqui que,
j(—dp(r)) dr=1 j(—ép(r)] dr =0 (30)
ON J, xr))

por lo tanto, la Ec.(28) esinconsistente ya que a sustituir estos valores se obtiene 1=0, lo
cual es un absurdo.

Dado que no hay una forma simple de separar esta dependencia explicita, no es muy
recomendable trabajar con la ecuacion fundamental F[N, p], ya que no es posible saber de
antemano si la dependencia entre las variables ocasionara algun problema.

Las propiedades de concavidad de la energia permiten construir otras representaciones
para describir e estado basal de los sistemas. De aqui que se puedan utilizar otra
variables para estudiar los cambios gque ocurren en un sistema, Sin tener que recurrir
necesariamente a las variables del hamiltoniano. En particular, la ecuacion fundamental

18



Q[u,Vv] y sus derivadas son de gran utilidad para el estudio de la reactividad quimica,
como se vera més adelante.

Con respecto a problema que presenta F[N,p], es necesario buscar una nueva
ecuacion fundamental que también presente concavidad estricta y que sus variables que
no tengan ninguna dependencia.  Una forma de resolver este conficto se desarrollaen €
capitulo siguiente.

19



3. Nuevas Representaciones para Estados Basales!®

Las variables "independientes’ de una de las ecuaciones fundamentales para estados
basal es presentan dependencias explicitas. Esta dependencia origina algunos problemas,
sobre todo al relacionar derivadas que incluyen a esta representacion.  Una alternativa
para evitar estos problemas consiste en contruir una nueva ecuacion fundamental, basada
en la energia, con concavidad estricta, y que la densidad no sea una de sus derivadas.
Con la nueva ecuacion fundamental se pueden obtener otras representaciones y se
aplicara el esguema de reduccion de derivadas para relacionar a algunos parametros de
reactividad.

Energia por Particula

El problema principa con e funciona F[N,p] proviene de la forma de la
transformacion:

F[N, o] = E[N,v]—jv(r)(d/ﬁ)] dr (1)

la cual cambia a unade las variables independientes. En este caso remplaza a potencid
externo por la densidad, que es la derivada de la energia con respecto al potenciad, y
mantiene a la otra variable, N. Por lo tanto si se parte de la ecuacion fundamental de la
energia, E[N,v], no se tiene ninguna eleccion acerca de quienes serén las nuevas
representaciones, ni de cual es serén sus variables independientes.

Dado que la densidad depende explicitamente del nimero de electrones, entonces es
posible separar a N de la ecuacion que define ala densidad:

pr) =NP(r) )
donde P(r)dr esladensidad de probabilidad de un cuerpo,
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P(ry) = [ (XX ) WX X A0y OX Xy 3)

es decir, es una densidad renormalizada que debe integrar auno. Por o tanto, la forma
diferencia de laenergia puede rescribirse como:

dE _ dN
&=+ [raner | @

pero ésta no es una diferencial exacta.

Por analogia, se puede analizar ala energia por particula,

E

N ©)

&

gue representa a la energia promedio por particula y que tiene la forma diferencial
siguiente,

de = aE _ £d—N . (6)
N N
Utilizando la Ec.(4), se obtiene su formafinal:
de = Mdv + [ P(r)du(r)dr @)
dondev es e logaritmo del nimero de particulas,
v=Ln(N) . (8)

En este caso, la energia por particula resulta ser un funcional del potencial externoy de la
nuevavariable,

e=gvv] , 9)

y sus derivadas se pueden identificar como:

Ms(ﬁ) :ﬂ-g:—E_/'N

v N

(;(gr)jv =P

(10)
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Dado que la funcién logaritmica es una funcién monétonamente creciente, N y v tienen
una correspondencia uno a uno. Entonces, v y v determinan completamente a estado
basal de un sistema, y las derivadas de la energia por particula permiten calcular otras
propiedades. Por lo tanto, la Ec.(9) también es una ecuacion fundamental para el estado
basal.

Transformaciones de Legendre

Para poder utilizar la transformacion de Legendre, se requiere que la ecuacion
fundamental tenga concavidad estricta.  Dividiendo la Ec.(2.9) entre e nimero de
electrones, se tiene que la energia por particula es un funcional concavo del potencial
externo,

qv.av, +(1-a)v,|z adv.v,]+(1-a)dv.v,] . (11)

Con respecto a v, la energia por particula es una funcién concava, para v=Ln(2). Esta
propiedad se puede observar graficamente en la Fig.(1), donde se muestra la dependencia
experimental de € contra v en sistemas atdmicos, y por simplicidad sdlo se presenta la
grafica para dos gases nobles.20  Por |o tanto, en sistemas atdmicos y moleculares, con
dos 0 més electrones, la energia por particula es concava respecto a sus dos variables
independientes.

Las nuevas representaciones de estados basales se obtienen directamente aplicando la
transformacion de Legendre al funcional de la energia por particula,

dv,P] = {v,v] —I P(r)v(r)dr
«fM,v] = gv,v]-Mv , (12)
M, P] = €v,v] - Mv—J.P(r)v(r)dr

sus formas diferenciales estan dadas por la expresion siguiente,
dp= Mdv—jv(r)dP(r)dr
dew=-1dM + [ P(r)au(r)dr (13)
dr=-vdM —Iv(r)dP(r)dr
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Figural. Energia por particula experimental para el estado neutro y los
iones positivos del nedn y del argén, en unidades atémicas.

€ -100 + e
//// Ne
e ———=Ar
-200 :
0 1 2 3
\Y)
y para cada representacion hay unarelacion de Maxwell:
( M j :(o”'P(r)j ( ov j :_(o"P(r))
o(r)/, ov /), \o(r)/, oM/, | (14)

(#0),"(50, () A,

Estas ecuacidnes fundamentales se puede relacionar con las que provienen de la
energia utilizando las ecuaciones anteriores. En particular, considere a fv,P] que es la
representacion que equivale a funcional F[N,p]. En este caso,

_F[N.A]

e %’E - Arniner] =2 2A (15)

y las variables independientes de esta representacion ya no tienen dependencias
explicitas. Esta ecuacion fundamental ya no presenta los problemas de la representacion
original, F, y en la reduccion de derivadas ya no aparecen las inconsistencias que se
mencionaron previamente.
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Si se tiene una aproximacion para un funcional dev y P, entonces se puede construir
el funcional de la densidad correspondiente:

Alv,P] = A{Ln(N),ﬂ - A{Ln(N[p]),ﬁ} =Ald . (16)

en este caso, la derivada funciona de esta cantidad se puede relacionar con las derivadas
delafuncion origina,

AR R O

En particular, si se tiene una aproximacion de ¢, se puede construir una aproximacion del
funciona universa vy,

F _Ng)_ 9, N
B P _N5p+¢5_,0 , (18)
= pu=v(r)

pero estala ecuacion del principio variacional de la energia, Ec. (20) del capitulo 1. Por
lo tanto, el principio variacional esta contenido en estas ecuaciones fundamental es.

Algunas aplicaciones que involucran a las nuevas representaciones se discuten mas
adelante.

Reduccion de Derivadas y Reactividad

Las nuevas ecuaciones fundamentales dependen de una variable escalar y de una
funcién. Para estos funcionales también se puede aplicar € método de reduccion de
derivadas del capitulo anterior.
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La mayoria de los pardmetros de reactividad involucran derivadas de y, Ny p, por lo
tanto, es conveniente trabaar con las representaciones e=¢[v,v] y «[M,v]. Las segundas
derivadas de este par de representaciones estan relacionadas de la manera siguiente,

(2 =f(2a )
(af'(“J ) {(5—&} (%] ’ (19
) =G0 G () 5.,

y esta expresion se puede poner en términos de las variables originales,

50.-(&))
(;ﬁ)] { ou } (%)) - (20
(23) -5 (258 (220 (&)

Estas derivadas ya se han definido previamente y se utilizan como parametros de
reactividad. Ladureza

J ,u)
=| = , 21
n ( N, (21)
y la blandura,2?
S= (d_Nj , (22)
au,
forman parte de lateoria de &cidos y bases duros y blandos; |a funcion de Fukui,23
f(l’) E(dp(r)j :( 5’“ ] , (23)
N J, \ov(r))

esta relacionada con lateoria de orbitales de frontera; y la blandura local 24
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s(r) (M}V =_(ﬂj , (24)

ou n(r)),

se ha utilizado paralocalizar zonas reactivas. Estas cantidades y la funcion de respuesta
lineal de la densidad,

x(rr)= (;”((:,))j = (25)

estan relacionadas por las Ecs.(20). En términos de los parametros de reactividad, esta
ecuacion puede rescribirse como:

1=%

f(r) =S4 , (26)
- s(r)s(r') [ aolr)
M) ===g +[d/(r’)]

U

y estas relaciones se pueden encontrar en laliteratura.25.26

Otra cantidad de interés es € kerndl deladureza,?’

_ d:HK
n(r.r') = & (27)

po(r)op(r')

Este puede escribirse en términos de derivadas de la ecuacion fundamental , ya que @
determinaacg, EFK[p[v,P]], y por tanto a FHK.  Algunas propiedades de esta cantidad?8.29
también se pueden obtener con este procedimiento, por gjemplo,

J[[7rr)ae)ar| () dr = o] a(r)ar
Iﬁ(r,r')f(r’)dr’ =n

donde a(r) es una funcion arbitraria.  El kernel de la blandura3® se ha definido como €l
inverso funcional del kernel deladureza

J.ﬁ(r,r')s(r’,r”)dr’ =o(r,r") . (29)

Esta ecuacion integral se puede resolver en términos de derivadas,

: (28)
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s(r,r)=of(r)f(r)-x(r,r") , (30)

donde o es un escdar,
JEIs(r,r')dr'dr : (31)

y su valor se puede determinar sustituyendo en la ecuacién original, Ec.(29),:

0:%28, (32)
por lo tanto,
s(r,r)=Sf(r)f(r')-x(r,r') - (33)

Asi que, por comparacién con laEc.(26), € kernd de la blandura se puede identificar con
[3p(r)/ov(r)] .

De esta forma, el método de reduccion de derivadas permite, de forma unificada,
obtener una gran cantidad de relaciones entre parametros de reactividad, que se
encuentran en la literatura y que han sido obtenidas por métodos muy variados. Este
procedimiento puede ser Util si se desea expresar aguna derivada en términos de otras
gue sean conocidas, o bien paratratar de aclarar su significado.

Las nuevas representaciones para | os estados basales ya no presentan el problema que
tienen las ecuaciones fundamentales originales. Por otro lado, € método de reduccion de
derivadas, aplicado ala nuevas representaciones, demostro ser Util para obtener relaciones
entre algunos parametros de reactividad.
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4. Solucion dela Ecuacion de Thomas-Fer mi con
M étodos Per tur bativos

Como una aplicacién de una de las nuevas representaciones, se presenta la solucion
de la ecuacion de Thomas-Fermi (TF) con métodos perturbativos. La aproximacion de
TF se ha utilizado ampliamente para estudiar cualitativay cuantitativamente la estructura
glectronica de atomos, moléculas y sblidos. A pesar de que la ecuacion resultante es
mucho mas simple que la ecuacién de Schroedinger, se tiene una ecuacion diferencial no
lineal que, alin en el caso atdmico, no tiene solucion exacta.  Aunque esta aproximacion
involucra directamente a la densidad, tradicionalmente se trabgja con e potencid
electrostético, probablemente porque la ecuacion con la densidad aparenta ser méas
complga.  Sin embargo, al utilizar técnicas perturbativas, la ecuacion de la densidad
presenta una convergencia monoétonay mas rapida que la ecuacion del potencial.

La Ecuaciéon de Thomas-Fermi en Términos de la Densidad

El modelo de TF permite escribir en una forma muy sencilla, ala energia del estado
basal como un funcional de ladensidad electrénica,3!

9

ETF[p] ::LO_B

Jp(r)gdr +1IMdr'dr +Jp(r)v(r)dr : (34)
27 |r—r’

donde B = 3(3772) e y v(r) es @ potencia externo. Esta aproximacion esta basada en

asumir que, en cada punto del espacio, los eectrones se comportan de acuerdo con €l
modelo del gas de electrones uniforme y que lainteraccion entre éstos esta dada por la
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repulsion electrostatica de la densidad de carga. A partir de esta expresion para la
energia, se puede construir € funcional @,

%
10B

P(r)P(r')
r=r]

TF _ 2 e’ '
¢ [v,P] = jp(r) dr +?j dridr (35)

y delaformadiferencial de ¢, la derivada con respecto a P es €l negativo del potencial:

op j
=-v(r) , 36
2] =0 0
por lo tanto, para el funcional de TF la ecuacion integral,
ip(r)% +JMdr’ = —V(r) , (37)
2B Ir=r'|

se puede transformar en una ecuacion diferencial. Paraun a&omo, si se aplica el operador
laplaciano y setoma el potencial del nicleo, se tiene que,

DZ,O— %D,O—IOD,O - 475p% = —47iB,0%5(I’) . (38)

El comportamiento cerca del nicleo se obtiene integrando esta ecuacion en una esfera de
radio r, y tomando € limite cuando r tiende a cero. Para densidades esféricamente
simétricas, la ecuacion diferencia que satisface la densidad cerca del nucleo es la
siguiente:

do_ ZBp°

dr rz (39)
por lo tanto la densidad toma la forma:
%
ZBZ( krj) 2
N=| —{1+— , 40
o(r) ( 7 5 (40)

cuando r tiende a cero.
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La discontinuidad en el origen se puede remover con e cambio de variable sugerido
por el comportamiento de la Ec.(7),

3
2BZ) 2
o(r) = (3—) u(r) (42)
r
donde la nueva funcién satisface la ecuacion diferencia siguiente,
U"‘£_47B &u% =0 u(O):]_’ u(oo):o (42)
3u 3 Jr ’ '

Introduciendo la variable rescalada,

x=ar" (43)

|a ecuacion diferencial se transformaen,

_ ' 12 %
fN7IWE W W g (44)

W” 5
n X 3w Xz_ﬁ

donde |l as nuevas cantidades estan definidas asi:

478 [2BZ -}
—a
n” \ 3

W(x):W(ar”) =u(r), C= (45)

Si seeligen ny adeta forma que lapotenciade x y C sean uno, entonces la Ec.(8) queda
en laformasiguiente,

3
2BZ) 2
a0 =222 "weo (@6)
I
donde
3,7%
_2{87728 z} a7
3
y W satisface la ecuacion diferencial no lineal:
2
w- W W WS =0, W0)=1, W(e)=0 . (48)
x 3W
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Es importante hacer notar que la ecuacion tradicional de TF,

%
()= “}’y , (49)

se recupera con latransformacion:

W) =[@y)]?, y=67 . (50)

El comportamiento de W cerca del nucleo, se encuentra sustituyendo una serie de
potencias en laEc.(15),

W(X) =1+ax+a,x’ +a,x’+... , (51)

donde € coeficiente del término lineal resulta ser cero, lo cual es consistente con la
Ec.(7). Laserie resultante depende del coeficiente cuadrético,

W) =1+ a,X* +5X° +32,°X" + Fa,x*+- (52)

y éste no se puede determinar debido a que no es un problema de valoresiniciales. Si se
sustituye esta expresion en laEc.(17), se obtiene la serie de Baker,

AY) =1+ +4yE 5% +3y + Sy (53)

que es el comportamiento conocido para valores pequefios dey,con S= 26" a,.

Solucion Perturbativa3?

La ecuacion de TF, Ec.(16), se puede resolver perturbativamente, si se rescribe
como,33

() = a) [@} , (54
donde a es € parametro de perturbacion, y en este caso esigual a un medio. Cuando
0=0, setiene unaecuacion lineal, por lo tanto se propone una solucién en potencias de a:

=g, tag +a’g,+.. (55)
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Al agrupar € polinomio en a e iguaar los coeficientes a cero, se obtiene el sistema de
ecuaciones lineales siguiente,

¢"-¢ =f (56)

parai=0,1,2,...,y con,

f0:0 fi :fi(¢0,...,¢i_1)
»,(0) =1 @o() =0 ! ="
@(0)=0 () =0

donde solo la primera ecuacion es homogénea. La Ec.(22) también permite obtener una
aproximacion de lapendienteinicial de TF,

=S = 9(0) = ¢,(0) + ag(0) + a® @, (O)+... . (58)

Las aproximaciones, hasta tercer orden, que se obtienen para la pendiente inicid
muestran convergencia lenta, pero uniforme, y los resultados se muestran mas adelante en
laTablal.

Una forma de acelerar la convergencia consiste en modificar la aproximacion de
orden cero. En e caso anterior, la funcion de orden cero es la funcion exponencial.
Escribiendo la Ec.(16) en laforma siguiente:34

1 ¢( y) a
g(y)=—F—=dy)" ., (59)
Jy
se obtiene unamejoria en la convergencia, aunque ésta se vuelve alternante.

S se aplica esta técnica a la Ec.(15), la unica forma de elegir € parametro
perturbativo, paraque e término de orden cero sealineal, eslasiguiente:
W swe

w" o
X

-XW"? =0 (60)

con digua auntercio. Utilizando una solucion perturbativa de laforma,

W =W, + I, +*°W, +... , (61)
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se obtiene el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

n \A/i’
X

\/\/i W =f | (62)

donde

12

W,
f,=0, f =—2—+xW,InW,
W
12

Wr ] W
AEPAL L Y O W+ W (INW, )XW v, (63)
W W 2

fo=f (W, W), (i=12...)

y con las condiciones de frontera siguientes,

W(0) =1, Wy(x)=0

W(0)=0, W(»)=0, (i=12..) (64)

La ecuacion de orden cero es homogénea y la soluciéon general es una combinacion de
funciones de Bessel modificadas.®> La solucion de orden cero se determina con las
condiciones de frontera:36

W, (x) = [(%)37°

I_%(%x%)—l%(%x%) (65)

y la solucion de las ecuaciones inhomogéneas se puede calcular con la funcién de Green
del problema:

W(X) = jooé(x,s) f(s)ds, (i=12..) , -
donde
_ 1 [w(eW(x), Oss<x
G(x,s) = E{w(x)v\/o(s) . X<s<oo 67)
y
w(x) =T (3)3, (5x%) (69)

De esta forma, se puede truncar la serie perturbativa hasta donde se desee, y evaluarla en
0=1/3.
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Con € fin de comparar esta serie perturbativa con otras, es necesario cacular la
pendiente inicial de TF. Utilizando las Ecs.(15), (17) y (25), la pendiente inicial se
puede relacionar con la segunda derivada de W,

S, =-16"W"(0) |, (69)
donde
W"(0) =W, (0)+ N, (0)+3°W, (O)+... . (70)

Si se evalUian estos términos con la funcion de Green se llega ala ecuacion siguiente,

W) =W, (0)+3 4 j:4dv%(slfi(s) s . (71)

La aproximacion de orden cero se puede encontrar explicitamente, a partir de la
propiedades asintdticas de | as funciones de Bessal:37

W' (0= 21

~137172 (72)

desafortunadamente las integrales necesarias para calcular |os términos de orden superior
se tienen que hacer numéricamente. En laTabla| se muestrael error relativo porcentual
de las aproximaciones a la pendiente inicial, hasta segundo orden, y se comparan con
otros trabgjos.

Tablal. Error relativo porcentual de diferentes aproximaciones de la
pendienteinicial de Thomas-Fermi.

Orden Bendera Laurenzi® Este trabajo
0 36 -8 4.9
1 25 1.63 0.46
2 13 -0.35 0.05
3 6.9
Padé[n,m]c 1.1[2,1] 0.03[1,1] 0.008[1,1]
aRef. 33.
bRef. 34.

¢Funcion racional de orden [n,m] que da el menor error, Ref. 38.



De los resultados mostrados en la Tabla | se puede observar que la ecuacion, en
términos de la densidad, presenta una convergencia mas rgpida y monétona, comparada
con los trabajos basados en la ecuaciéon de TF tradicional. A pesar de gue la ecuacion
parece ser més complicada, después de algunas transformaciones, esta ecuacion permite
elegir un pardmetro perturbativo més pequefio, y esto ayuda a mejorar la convergencia en
lapendiente inicial de TF, que es una propiedad dificil de evaluar numéricamente..

Conexién con la Dimensionalidad del Problema

S se desean conocer otras propiedades del funcional de TF y aprovechar el
procedimiento perturbativo que se empled anteriormente, seria deseable conocer €
funciona que origina a la ecuacion perturbativa, Ec.(15). Sin embargo, no existe un
funcional simple que dé como resultado la ecuacion deseada. Para densidades
esféricamente simétricas, la ecuacion diferencial, en tres dimensiones, que originariaala
Ec.(15) es:

30-1

OpMpe (1 2,0 3,0) M( 3rB)z
0%p-0 +(1-30) ——+—|—-4/8 — =0 , 73
p 0 (1-39) ror 4r? P2z (73

y esta ecuacion no proviene de un funcional sencillo. Dado que la ecuacién diferencial, a
orden cero, debe ser lineal, entonces e funcional debe ser cuadratico en la densidad, para
gue su derivada funciona de una ecuacion lineal. El funcional més simple con estas
caracteristicas tiene laformasiguiente,

C(,Ipz“ydr +V,, +_|.,0(r)v(r)dr : (74)

El comportamiento cerca del nicleo se evalla de la misma forma que en e caso
tridimensional, Ec. (7). En este caso esta dado por,

p=r T (75)
y la ecuacién perturbativa tomalaforma:

12 1
oW L W W =o (76)

Wn _
W 2-30 x
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0 bien, en términos de la ecuacion de TF tradicional,

1

o' = (%j o 77)
y

LaEc.(43) es muy parecida ala ecuacion de la seccion anterior, sin embargo lafuncion de
orden cero de la Ec.(44) es la funcion exponencial, que es lamismade laRef. 2. Por lo
tanto es de esperar que la convergencia sea mas lenta.

Para el modelo de TF en d dimensiones,®® se tiene e funcional siguiente:

2
Bd_[,o1 ddr +V,, +_|.,0(r)v(r)dr : (78)
entonces, si € parametro perturbativo se define como

2
o=1-— |, 79
g (79)
la ecuacién se vuelve identica ala Ec.(41). Por lo tanto, €l parametro perturbativo esta

relacionado con ladimensionalidad del problema.

Tradicionamente, la ecuaciéon de TF se escribe en términos del potencial
electrostético, sin embargo a utilizar la densidad, que es la variable natural en €
funciona de TF, se presentan ventgjas a utilizar este método perturbativo. La nueva
ecuacion aparenta ser mas complicada, pero la cantidad y € tipo de trabajo que se debe
realizar es equivalente.  Para definir a parametro perturbativo, no hay mas que una
opcion y ésta es la que presenta la megior convergencia, a diferencia de la ecuacion
tradicional, que presenta varias opciones y con convergencia mas lenta.
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5. Aplicacionesal Problema dela Reactividad

Frecuentemente, el estudio de lareactividad esta ligado alos cambios que sufrira una
especie por lapresencia de otras y, en general, |as cantidades que describen estos cambios
son derivadas de aguna de las representaciones de estados basales. Previamente, se
presentd un método sistematico para relacionar derivadas de diferentes representaciones,
mediante € cual, y de una manera muy sencilla, se obtuvieron varias relaciones entre
algunos parametros de reactividad. A continuacion se muestran algunas aplicaciones de
estas cantidades en el problema de lareactividad quimica.

La Igualacion del Potencial Quimico como un Problema Variacional

Cuando dos especies con diferente potencia quimico, es decir con diferente tendencia
de cambiar su nimero de electrones, entran en contacto, la que tiene mayor afinidad por
los electrones recibira carga de la otra especie, hasta que sus potenciales quimicos se
igudlen.  Este enunciado constituye el principio de igualacion de los potenciaes
guimicos.40

Considere M especies, cada una con un potencial quimico inicial, p,°, que a estar en
contacto intercambian carga, mientras que el potencial externo permanece constante.

En esta situacion, e estado de equilibrio del sistema serd el de menor energia.  Para
cada especie, ladiferencial de la energiatoma la siguiente forma,

dE; = g dN; (80)
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y el cambio de energia en todo € sistema sera la suma de los cambios en cada una de sus
partes,

AE =Y AE, . (81)

El estado de equilibrio se alcanza cuando la ecuacion anterior toma su valor minimo, pero
sujetaalarestriccion siguiente,

AN :ZM:ANi =0 . (82)

i=1

El proceso de minimizaciéon restringida se puede redizar utilizando € método de
Lagrange.#! En este caso, se minimiza libremente unafuncion auxiliar,

A(AN;) = AE(AN;) - aBN (83)

donde a es & multiplicador de Lagrange. ElI minimo de A se encuentra en donde €l
gradiente es cero, por lo tanto, en € estado de equilibrio se satisface la ecuacion
siguiente,

(dAE]:a(dANj | &
JAN, JAN,

Estas derivadas se pueden calcular con laregladela cadena, por gemplo,

ErRaINFIRC

]

(525 o).,

(85)

entonces, la condicion de equilibrio tomalaforma,
H=a (86)
para todas las especies presentes.  Este € € principio de igualaciéon de los potenciaes

guimicos.

En este caso, € potencial quimico de equilibrio resulta ser igual a multiplicador de
Lagrange, y su valor esta determinado por la restriccion. Dado que la energia es una
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funcién concava del nimero de electrones, entonces € potencial quimico y € nimero de
particulas tienen una relacion uno a uno, y N se puede escribir como una funcion de p.
De hecho, en la diferencial del nimero de electrones, a potencial externo constante,
aparecen lablandura, Ec. (19) del capitulo 3,

_(IN _
dN; _(d/,ljvdﬂi =§dy; (87)
Y,

AN, = [7 Sdu, (88)

Por lo tanto, de la Ec.(3), a debe satisfacer la ecuacién siguiente,

o)=Y j: Sdy, =0 (89)

Si se asume que las blanduras son constantes, después de redlizar las integrales, se
obtiene un promedio pesado para el potencial quimico de equilibrio:

a=ﬂeq:Z;gi . (90)

Esta es la misma ecuacién que se obtiene si se asume, de entrada, la igualacion de
potenciales quimicos.42  Por otro lado, si se considera que la energia es una funcién
exponencial del nimero de electrones,*3 se obtiene que & potencia quimico de equilibrio
es el promedio geométrico de los potenciales quimicosiniciales.

Por lo tanto, se puede concluir que & principio de igualacion de los potenciales
guimicos proviene de la minimizacion restringida de la energia, donde € potencial
qguimico final de cada especie es igual a multiplicador de Lagrange. El valor de esta
cantidad depende del modelo que se emplee para representar a la energia, E(N), aunque
esta funcion debe ser concava.

39



La Conservacion de la Blandura en las Reacciones Quimicas**

En toda reaccion quimica, e nimero de electrones se conserva.  Esta restriccion se
puede aprovechar para demostrar que la suma de las blanduras de los productos es
aproximadamente igual a sumade las blanduras de | os reactivos.

Considere lareaccion que resulta de una colision de dos reactivos.

A+BII - C+D . (91)

Suponga que este proceso se puede dividir en cuatro etapas,

I: A(aislado) + B(aidado) I - A" +B"
I A+B M-T ,
n:  TOM-C +D"

IV:  C +D’ [ - C(aidado) + D(aislado) ,

donde T representa a estado de transicion.  En los procesos | y 1V, € nimero de
electrones de cada especie permanece constante, y ocurre un cambio en su potencial
externo. Este cambio es debido a la presencia del otro reactivo y a cambio en su
geometria para alcanzar € estado de transicion.  El proceso Il ocurre a potencial externo
fijo, y hay unaredistribucion de carga entre las especies A* y B* paraigualar su potencial
guimico. El proceso Il también se lleva a cabo a potencia fijo y, Si se considera en
sentido inverso, es similar a proceso |1, esto es, las especies C* y D* redistribuyen su
cargay forman € estado de transicion.

Dado que e nimero de electrones de los reactivos es igua a nimero de electrones
los productos,

Na+Ng =Ng +Np =N, (92)



al derivar esta expresion con respecto a potencial quimico del estado de transicion, se
tiene que:

(dNA] +(dNBj :(JNC) +(0"ND) | (@)
0 iy O Uy O Uy 0 Uy

\ \ \ \

donde N;* es el nimero de electrones de la especie I* y esigual a nimero de electrones
de laespecie aislada (etapas | y 1V). Utilizando la regla de la cadena, estas derivadas se
pueden relacionar con la blandura de | as especies,

R
Mt o",uT ﬂﬂi v d:“T

\ v v

por lo tanto, de la Ec.(14) se tiene que en general,

2.9 (ﬂ) =>S (ﬂ) - (95)

(react) dﬂT v (prod) dﬂT

Cuando las especies con estrella interactlan, hay una igualacion de sus potenciaes
guimicos, a potencial externo constante. En este caso, la Ec.(11) se puede escribir en la
forma siguiente,

28K
. — (react) . , 96
M —Z S (96)

(react)

y derivando esta ecuacion se obtiene:

> S*(d—":j =y {S* {;’Sj Auil , (97)

(react) d:“T v (react) T/ vy

donde Ay, = u, — ;. Parad proceso I, en sentido inverso, también se puede utilizar

esta ecuacion, ya que se alcanza € mismo estado de transicién mediante la igualacién de
los potenciales quimicos.  Es importante hacer notar que ésto no implica que la reaccion
inversa sea igualmente favorable desde €l punto de vista energético.
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Por otra parte, las blanduras que aparecen en la ecuacion anterior no son las blanduras
de los sistemas aislados, ya que en € proceso | y IV cambia € potencia externo. Sin
embargo, estas blanduras estan rel acionadas por la ecuacion siguiente,

S*_SOZI(%) v (r)dr . (98)

N

Al substituir las Ecs.(18) y (19), para los productos y reactivos, en la Ec.(16), se
encuentra que,

Y=Y+ Y D(%}NAvi(r)dr +(3§J A,ui}

(react) (prod) (prod) T v

) vt o5

\

Finalmente, si se asume que la diferencia de las sumas, que involucran a las derivadas de
la blandura son pequerias, entonces se obtiene la relacion aproximada:

=29 (100)

(react) (prod)

lacual implica que lablandura se conserva en unareaccion quimica elemental.

Para verificar lavalidez de la Ec.(21), es necesario conocer los valores de la blandura
de los productos y reactivos que intervienen en lareaccion. DelaEc. (23) del capitulo 3,
se tiene que la blandura es € inverso de la dureza y ésta es una segunda derivada de la
energia,

=G0 5]

s se utiliza una aproximacion por diferencias finitas parala segunda derivada se tiene que

S=(1-A" (102)

donde | es e potencial de ionizacion y A es la afinidad electronica. A partir de los
valores experimentales de estas cantidades,*> se puede evauar la Ec.(21) para varias
reacciones quimicas elementales y |os resultados se muestran en la Tablalll.
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Tablall. Suma de las blanduras de reactivos y productos para
algunasreacciones (en €V)

Reaccion Reactivos  Productos Diferencia(P-R)
CH4+F=CH3F+H 0.240 0.262 0.022
CH4+CI=CH3CI+H 0.311 0.289 -0.022
CH4+Br=CH3Br+H 0.334 0.339 0.005
CH+I=CHal +H 0.367 0.369 0.001
CH4+F=CH3+HF 0.240 0.296 0.057
CH4+CI=CH3+HCI 0.311 0.330 0.020
CH4+Br=CH3+HBr 0.334 0.352 0.018
CH4+1=CH3+HI 0.367 0.394 0.027
CH/+H=CH,+H2 0.253 0.320 0.068
CH3+F>=CH3F+F 0.364 0.249 -0.115
CH3+Cl>=CH5CI+CI 0.423 0.347 -0.076
CH3+Br,=CH3Br+Br 0.455 0.420 -0.035
CHa+l ,=CHal +| 0.499 0.483 -0.016
CH3l+HF=CH3F+HI 0.304 0.295 -0.009
CH3l+HCI=CH3CI+HI 0.338 0.322 -0.016
CH3l+HBr=CH3Br+HI 0.359 0.372 0.013
CHal+H>=CH 4+HI 0.328 0.286 -0.042
CH4F+LiH=CH 4+LiF 0.351 0.267 -0.084
CH3CI+LiH=CH4+LiCl 0.378 0.308 -0.071
CH4Br+LiH=CH4+LiBr 0.429 0.345 -0.084
CHal+LiH=CH4+Lil 0.458 0.410 -0.048
HOF+LiIH=HOH+LIiF 0.373 0.276 -0.097
HOCI+LiH=HOH+LICI 0.411 0.316 -0.095
HOI+LiH=HOH+L.il 0.350 0.350 0.000
HF+LiH=H +LiF 0.336 0.285 -0.051
HCI+LiH=H+LiCl 0.370 0.325 -0.045
HBr+LiH=H,+LiBr 0.392 0.362 -0.029
HI+LiH=H+Lil 0.434 0.427 -0.006

SiHal +LiH=Lil +SiH,, 0.295 0.304 0.009




De estos resultados, se puede concluir que en una reaccién quimica elemental, la
suma de las blanduras de los reactivos es aproximadamente igua a la suma de las
blanduras de | os productos.

En este capitulo, se mostré la utilidad que tiene identificar a los pardmetros de
reactividad con derivadas de alguna representacion. En estos casos, se pueden aplicar los
conceptos desarrollados en |os capitulos anteriores para relacionar a estas propiedades y
buscar lainterpretacion de a gunos fendmenos.



Conclusiones

Por la concavidad de la energia es posible aplicar |a transformacion de Legendre a la
ecuacion fundamental del estado basal de los sistemas atdbmicos y moleculares. Dentro
de las ecuaciones fundamental es que se obtienen, una de ellas presenta a gunos problemas
y fue necesario construir nuevas representaciones basadas en la energia por particula
Las nuevas ecuaciones fundamentales también poseen concavidad estricta y estan
relacionadas por estas transformaciones.  Este hecho permite trabagjar en una forma
analoga ala Termodindmica, dentro de la Teoria de Funcionales de la Densidad.

Se generd un esquema de reduccion de derivadas para € tipo de funcionales que
aparecen en esta teoria, y aunque las ecuaciones de transformacién son mas complicadas,
en los casos més simples recuperan las formas conocidas. Este método fue aplicado para
relacionar pardmetros de reactividad y generé, de forma sistemética, muchas de las
relaciones que se han obtenido en laliteratura por métodos muy diferentes.

La determinacion del estado de equilibrio de un sistema, formado por especies con
diferente potencial quimico, es equivalente a determinar e equilibrio térmico por la
maximizacion de la entropia en sistemas aisdados. En este caso, se obtiene como
conscuencia, € principio de igualacion de los potenciales quimicos.  También fue
posible obtener una ecuacién aproximada de conservacion de la blandura, basada en la
conservacion del nimero de electrones en las reacciones quimicas.

Finalmente, se aprovecha una de las nuevas representaciones de los estados basales
para resolver la ecuacion de TF, con un método perturbativo. Al utilizar ala densidad
como variable, esto permite obtener una convergencia monétonay mas répida que € caso
tradicional.

Por todo esto, se puede concluir que la concavidad y las transformaciones de
Legendre juegan un papel muy importante en la Teoria de Funcionales de la Densidad.
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