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l. Integracion con funciones exponenciales

1. Integracién de polinomios con gaussianas en un intervalo simétrico

Dado que una exponencia cuadratica es una funcion simétrica con respecto al ge
de las ordenadas, €l andlisis de la paridad del integrando permite determinar cuales
integrales son cero.

Por gemplo, paraintegrales de laforma

Tx”e‘axz dx, @

—00

la paridad de la potencia de x determina la paridad del integrando.

2. Cambio de variable
Lasintegrales delaforma

j x"e " dx 2
0
pueden reducirse aunaintegral libre de pardmetros,

[treat ©)
0

con & cambio de variable t* = ax®.

3. Integracion por partes

Unaintegra delaforma (3) se puede transformar en otra similar, pero con una
potencia menor. Integrando por partes con
—t2

u=-4t"", v=e",
se obtiene laidentidad

[treadt = n—_ljt”‘ze‘tz dt . (4)
0 2 0

Observe que en este caso €l término uv seigua acero para n>1. Con otros limites de
integracion esto ya no ocurre, por 1o que aparece un término adicional.



4. Potencias de menor orden

Lasintegralesdelaforma(3), con n=0 y n =1, se pueden integrar facilmente,
por lo que larelacion (4) permite obtener el valor de integrales con potencias mayores.

n=1
Este caso se puede integrar directamente con el cambio de variable u = x?,

]oxe'xz dx = %T eldu=1. (5)
0 0

n=0

Laevuauacion de estaintegral requiere de unaintegracion en e plano, en
coordenadas polares. Sea

| = Te‘xzdx.
Entonces B
12 = Ie‘xz dxj‘e‘y2 dy = J‘J. e dxdy = J.J' e rdrdg = 1,
- -0 R? R?

en donde se ha usado laexpresion (5). Asi,

o e _\/7—7_
J'e dx—7. (6)

0

5. Funcidén error

Cuando los limites de integracién son finitos, laintegral de lafuncién gaussiana
puede expresarse en términos de la funcion error,

erf(x) = . (7

2 er
v77—0
Ejercicio

Lafraccion de particul as con vel ocidades entre cero y vr puede evaluarse por
medio de lafuncién de distribucion de Maxwell,
N{v<v, | Y
F(Vf) E% = jG(V)dV (8)
0
Obtenga una expresion para F(v).



6. Integracién de polinomios con exponenciales
En formaanaloga, la potencia en laintegral

[tre™dt 9)
0

se reduce mediante laintegracion por partes,
[tretdt =n[t™ e dt. (10)
0 0

Por lo que

Tte‘tdt =1T e'dt=1

w’ %
Itze'tdt = 2jte‘tdt =12 =2
0 0

Itse'tdt = 3jt2e‘tdt =1@2@B=23
0 0

7. Combinacion de potencias en el exponente

Cuando se tienen combinaciones de exponenciales lineales y cuadréticas en e
integrando,

j e™e ™ dx, (11)

laintegral sereduce alade unagaussianaa completar el cuadrado en & exponente,
® e (b 2
J'ebxe‘xz dx=e 4 J'e 2 dx. (12)
Si hay potencias en € integrando, éstas dan lugar a polinomios que se integran siguiendo
|os procedimientos descritos previamente.

Lasintegrales de sin(bx) y cos(bx) con gaussianas estan relacionadas con la
integrd

J' e e dx, (13)

—00

gue seresulve en formasimilar.

Si los limites de integracion son finitos, lafuncién error queda involucrada.



8. Funcién gama

Lasintegrales de laforma (9) con potencias no enteras estan relacionadas con la
funcién gama,

M(x) = J'tx‘le‘t dt . (14)
0
Cuando el argumento es un entero se obtiene un factorial, [(n) =(n-1)!.

El cambio de variable t = u® transformaalafuncion gamaen unaintegral dela
forma (3) con potencia no entera, por 10 que es posible demostrar que F(%) =..



Il. Promedio de la velocidad relativa <v;>

Considere ados particulas, i y j, con velocidadesv; y v;. Lavelocidad dei relativa
aj se define como

Vi EV; TV, (1)
y su magnitud esta dada por
Vi = \/(vai _nyj)z +(v, _Vyvi)z +(v, _szj)z ' @)

El promedio de lavelocidad relativa se puede evaluar con la distribucion de Maxwell,
<Vii > = j v, gV, )g(Vy,i )Q(Vz,i )g(Vx,i )Q(Vy,i )g(Vz,i ) * 3)
dvx,i dVy,i dVz,i dvx,j dvy,j dvz,j
Para evaluar estaintegral sextuple se hace el cambio de variables
U=V, -v,

mv, +myv, mv,+myv, 4)

\W

m +m M
i i
en donde u representalavelocidad relativay w eslavelocidad del centro de masa, por lo
gue las velocidades originales quedan escritas en laforma

m;
vV, =w+—u
M

©)
v, =w-2y
M
En este caso, € jacobiano de la transformacién esigual auno,

av, OV, m
oviv) fou gu| |t =My _mem -1 (6)
d(u,w) |dv, 9V, N|| '}/l M ’

ow Jdw

y laintegral (1) se puede escribir en laforma

<v”. > = [—“m'm’] jexp{— mi|vi| o, ‘Vi‘ Jududw. )

27KT 2kT

Latransformacién (4) permite expresar ala energia cinética del sistemaen
funcién del centro de masay de la coordenadarelativa,

mv, [+ myfv | = M + ol (8)

en donde i eslamasareducida,

11,1 ™M o
4o m o m . mm



Asi, laintegral (7) se puede separar en dos integrales de volumen,
m|v |2 +m ‘v ‘

2
_ Y iV J2y
j exp{ KT Jududw J' exp( KT judu j exp(
Laprimeraintegral se evalla en coordenadas esféricas,

A H
jexp( 2k_I_judu jexp( k_I_juu dusin&@de

o 2
= 4nj exp(— A j du = 471J' e 3dz(2ij ,(11)
2KT 7
) "(Zij
U
mientras gue la segunda se integra facilmente en coordenadas rectangul ares,
jex ( MWZ) w = ]ﬁex ( szjdw 3
P 2KT 2 P 2K
1 3 £
() o
M/ 2 M
Este procedimento permite obtener la expresion final,
3 2 3
<V >: Jmm; 2/{&) (ZFRT)Z
! 27KT U M

_2(2ij§_ BKT _ [8kT(1 1
UTT 7 7\m m

Mk 2]olw. (10)




I1l. Viscosidad

Fluido viscoso en un tubo

Considere € flujo dentro de un tubo cilindrico. El flujo laminar esta descrito por
laley de viscosidad de Newton,

S (1)
v = A ds '’

en donde el gey se haescogido como ladireccion del flujo, A es €l éreade contacto y
dvy/ds es el gradiente de velocidades en la direccion radial .

dy

Flujo ===>
Lafriccion debida alaviscosidad genera una caida de presion alo largo del tubo,
por lo que lafuerza neta sobre un cilindro pequefio, deradio s, esta dada por

dP7s® = n(27sdy) Yy )

d_

Por lo tanto, €l gradiente de velocidades es lineal con s,

dv

ds 2ndy
Si lacaidade presi c')n es constante, la ecuacion anterior se puede integrar para vy,

2 _ 2
V‘jd dPs _r s[_ﬁ) @
! dy 2/7 an dy

Asi, lavelocidad decrece cuadratl camente al aejarse del centro del tubo.

\ﬁ?ds



El flujo total esigual alamasade fluido que atravieza €l &reatransversal del tubo
por unidad de tiempo. Para un intervalo dt, la masa que atraviesa por € tubo se obtiene
integrando €l perfil de velocidades,

dm = [ pv,(s)27sdst. (5)
0
Esta expresion conduce alaley de Poiseuille,
dm “f dP
_zﬂ(__j_ ©)
dt 8n dy
Para un liquido, € volumen que fluye por unidad de tiempo esta dado por
dv _m*( dpP
2ol
dad 87\ dy
y cuando la caida de presion es constante se tiene que
4 -
v="_R-R )
87 Y~V
Paraun gasideal, e nimero de moles que fluyen por unidad de tiempo queda en
laforma
th_m P @) (o) 9
dt 87 RT\ dy) 16RTp\ dy /)

Movimiento de una esfera en un fluido

Lafuerzafriccidn debida al movimiento de una esfera dentro de un fluido es
proporciona alavelocidad,
F. =—-k,v. (11)
De acuerdo con laley de Stokes, el coeficiente de friccion es proporcional al radio de la
esferay alaviscosidad,
Ky =6r7m,. (12)
Cuando la esfera cae con velocidad constante, |a fuerza resultante debe ser cero.

El balance de fuerzas ocurre cuando lafuerza de gravedad se equilibra con lafuerza de
fricciony lafuerzade arquimides,

mg = 6rvrmy, + myg. (13)
Asi, lavelocidad de caida permite determinar la viscosidad,
m-my P~ Py > P~ Py

= = V=2gr-——-. 14

T =9~ Yervr Sy (14)



Viscosimetro de Ostwald

En este tipo de aparato se
mide e tiempo que tarda un
liguido en desalojar € volumen
entre las dos marcas. Para dos
liguidos diferentes, € tiempo de
desalojo depende dela
viscosidad y de la densidad.

Lacaidaen lapresion
depende delapresion
hidrostética debidaala
diferenciaentre los niveles del
liguido en ambas ramas del
viscosimetro,

dP AP _ pgh

dy Ay Ay
Dado que h cambia durante la
medicidn, se puede escribir en
funcion del volumen. Al inicio,
ent=0, h=hyy

h-h, = f(V).
Asi,

VPt (V)

at 9 8nhy

Integrando durante el tiempo que tarda en pasar por las dos marcas se tiene que

8 T AydV
grr* < hy + (V)

0

Ivlarcas para la
detertninacion

Tubo capilar

Viscosimetr o de Ostwald

Laintegral sobre el volumen depende sblo de la geometria del aparato, por |o que esigual

aunaconstante, entonces
to _

n

(10)
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IV. Estados cuanticos de una particula encerrada en un
recipiente cubico

Distribucién de estados

Los valores propios del operador hamiltoniano para una particula encerrada, en un

recipiente cibico de arista a, dependen de tres nimeros cuanticos (N, ny, n;). Los

nUmeros cuanti cos pueden agruparse en un vector tridimensional n, por lo que los valores

propios pueden escribirse en laforma
2 2
E, = f 7722 nln = f ﬂ22
2ma 2ma
Dado que los tres nlmeros cuanticos son enteros no negativos. 1, 2, 3, ..., existela
posibilidad de tener estados degenerados. Por g emplo, en |os primeros estados ya hay

degeneracion,

(nx2 +n?+ nzz) : (1)

>
<
>
Ny
N

NNEINRERRPS
N R NP NR(R
R NNFP P NP
© © Olo o o|w|s

También es importante observar que para agunos valores enteros de n? no hay ningtin
estado. Un histograma para los estados con valores de n? entre 0y 27 se muestraen la
figural.

O N < © o O N ¥ © 0O O N < ©
= o4 = = <4 N N N «

Figura 1. Namer o de estados en funcién de la ener gia
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Para niUmeros cuanticos mas grandes, |a degeneraci én aumenta rapidamente. Por
ejemplo, en el intervalo 50<n®<100 aparecen doce estados con degeneracion entre 12y
15; paran®=101 ya se observa el primer nivel con 18 estados.

Ladistribucion de estados que se muestra en lafigura 1 no parece tener ninguna
regularidad y es una forma poco €ficiente de mostrar estainformacion yaque la
degeneracion aumenta progresivamente. Una forma aternativa de presentar estos
resultados consiste en tomar un interval o de energia méas grande, por g emplo lafigura 2
muesta el nimero de estados en interval os de cinco unidades de energia. En este caso, se
empieza aver unatendencia creciente.

16 + —
14 +
12 + —
10 + —

o N A ] [e¢]
| | | |
f f f f

Figura 2. Nimero de estados en funcion de la ener gia

Al incrementar el rango de la energia se observa el crecimiento en €l nimero de
estados disponibles. Hay unatendencia general creciente, pero tambien hay mucha
variabilidad. Este efecto es una manifestacion de que el espectro es discreto.

40 +

30 + 2 M M
25 +
20 +
15 +

100 [

Figura 3. Namer o de estados en funcién de la ener gia

Al igual que enlafigura 2, latendencia parece ser masregular si se incrementa el
tamafio del intervalo que se usapara el conteo de los estados. La figura4 muestraalos
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mismos estados agrupados en interval os de energia de diez unidades. AUn se observan
irregularidades en € crecimiento, aunque de menor amplitud.

70 +
60 +

50 + ]

30 +
20 +

10 +

o L L L UL EE L L

10
20
30
40
50
60
70
80
90
100

Figura 4. Nimero de estados en funcion de la ener gia

Para nimeros cuanticos mucho mayores, la distribucion de estados muestra una
regularidad mayor, como se puede ver en lafigurab.

1200 +
1000 + -0 n
800 + s
400 +

200 + H
0

o

S

=

Figura 5. Namer o de estados en funcién de la ener gia

o
o
o

200 :I

300 :I

Distribucién continua

Para obtener una aproximacién continua de la distribucion de estados se utilizara
un modelo geométrico. Este se ggemplificapara e caso bidimensional.

La energiade un estado para una particula confinada en dos dimensiones puede
escribirse en laforma
E
e, =—~=nM=n2+np?, 2)
EO

en donde & es una constante con dimensiones de energia,

13



nemr
2ma’ ®)
A cada estado se e puede representar por un punto en €l plano, (ny, ny), y su energiaes
proporciona a cuadrado de lamagnitud del vector radial, ec (2). Todos los estados de la
misma energia estaran sobre la circunferenciade radio Ve, figura 6.

€o

ny

nx

Figura 6. Representacion grafica delos estados en dos dimensiones

A cadaestado se le puede asociar €l cuadrado de area unitaria, cuyo vértice
superior derecho es €l punto (ny, ny). Por egemplo el area asociada con € estado (1, 1) se
muestra sombreada en lafigura 7.

ny

nx

Figura 7. Area asociada con €l estado (1, 1)

Cuando un estado tiene unaenergiaentre 0 y E, & punto que o representa en el
plano debe formar parte del circulo deradio Ve. En lafigura 8 se representan los estados
con energias entre 0 y 17&, también aparece sobreada €l area asociada con ellos. Esta
area siempre esta dentro del circulo y representa una fraccién considerable de éste.

14



ny

nx

Figura 8. Estados con energiaentreQy 17

Dado que € &rea asociada con un estado tiene magnitud unitaria, € nimero de
estados con energiasentre 0y E, WE), se puede aproximar por €l érea de un cuarto del
circulo. De lafigura 8 es evidente que esta aproximacion siempre sobrestima el valor
correcto, sin embargo € error relativo de la aproximacion tiende a cero cuando €l radio
del circulo crece. Asi,

2 2
— 1,02 = /TTA E
V(E)=%7® T

Para el caso tridimensional, € nimero de estados se aproxima por la octava parte
del volumen de una esfera,

(4)

2:5(2”325)2 ©)
6\ nmr
Si se desea comparar este resultado con lafigura 5, es necesario evaluar € nimero de
estados que hay en un intervalo de energia,

V(E) =

oo

4
3

ov V 32 >
AVZ(—)AEZ 2m)7" E2AE. 6
V7, = 4h3n2( ) ©)

Esto es, € crecimiento que se observa en lafigura5 debe ser proporciona alaraiz
cuadrada de la energia. En lafigura 9 se presenta la grafica de esta funcion, la cual
muestra el mismo crecimiento.

15



Figura 9. Funcién raiz cuadrada

Movimiento circular

Los estados cuanticos de un sistema que se mueve alo largo de una
circunferencia, en ausencia de fuerzas, se obtienen al resolver la ecuacion de valores
propios

-h’ 2 —

om 0 l//n - Enl)[/n .
Esta ecuacion se puede transformar en una ecuacion unidimensional al usar coordenadas
polares. En este caso, |a Unica coordenada relevante es el angulo polar.

Ejercicio

Utilice las ecuaciones de | a transformaci dn de coordenadas,

X =T Cos¢
y=rsing’
para obtener la ecuacion transformada,
-h? d*y _
— 5 - EY.
2mr? d¢f

Obtengalos valores y funciones propias usando la condicion de periodicidad que esta
asociada con € angulo polar,

@(0) = y(2n).

16



V. Separacion entre los estados energéticos de una molécula
diatdmica

Los estados cuanticos translacional es, rotacionalesy vibracionaes de una
mol écula diatémica pueden describirse por |as ecuaciones siguientes,

h2
E'e = n> n=12,...
" 2ma? L
hz
E =211+ 1=01... 1)

Ejvib :h(l.(]"'%) j:O,:L
Dado que, en general, los estados no estan uniformemente espaciados, |a separacion entre
dos niveles depende del nimero cuantico, asi

AE, =E, -F. (2)

Actividades

Obtenga una expresion para la separacion entre | os estados translacionales, rotacionalesy
vibracionales.

Para 1L de nitrogeno a 300K y latm:
Calcule la energiatranslacional promedio y € nimero cuantico de este estado.

Evalue la separacion entre |os estados con |os datos siguientes:
dNN:]_.lO A
v =2331cm™

y ordene en forma creciente.

Paralaenergiatraslacional de un sistematridimensional, calcule la energia de todos los
estados con: n=1, 2, ..., 6; ny=1, 2, ..., 6; n~=1, 2, ..., 6. Con estos estados, construya un
histograma con nimero de estados en € ge vertical y energiaen el ge horizontal.

17



VI. Microestados de un gas ideal monoatémico

El hamiltoniano de un gas ideal monoatémico, formado por N particulas, es
separable, por lo que laenergiadel estado cuantico eslasumade las energias
individuales,

E

P
n h =& n, h, =&,nlh. 1
) 5 : ®

n

En este caso, n es un vector de 3N dimensiones que contiene |os nimeros cuanticos de
todas | as particul as, tres nimeros cuénticos por cada particula.

Como se menciond en un capitulo anterior, el nimero de estados con energia
menor o igual a E se puede aproximar por una fraccion del volumen de una esferaen e
espacio de 3N dimensiones,

1 ( 7N 1 ( 7Ej2
VWE) = = , 2
(B)= 5 (r(?azN +1)j M3 +1)\ 4e, @
por lo que el nlimero de estados crece como E*V2. Con la densidad de estados,
3N
=
ov T TE | ?
E)=—= : 3
oE) FE de,M(3) (450j 3)
lafuncion de particion queda en laforma
o 1+1
T
Z=|9(E)e™dE =( j , (4)
{ 15,
en donde
| = 37'\' -1, (5)
y ladensidad de probabilidad de los niveles de energia se puede escribir como
g( E)e_E ,8 Y =
E)= = e’™. 6
AE) Z r{+1 ('BE) ©)

Pararedlizar el andlisis de esta distribucién se calculala energia promedio, la
energiamas probable y la desviacion estandar,

jE ';1 21RT, @

EmaX :|_’
5
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=

g

JlE-@) = ey - -1 48 ®

en donde se ha usado
° | +1)(1 +2)
E?) = Ezp(E)dE=(—.
< > J; ﬂZ
Estas cantidades presentan € orden siguiente:
(E)-0<E,, <(E)<(E)+0.

(10)

Ladiferencia entre la energia més probable y la energia promedio decrece con €l nUmero
de particulas,

_ 1
(E)  1+1

ZINT, (11)

y para sistemas microscopicos no es detectable. Algo similar ocurre con la dispersion de
ladistribucion,

CREV (12)

Para un mol de moléculas, a/<E> =102 Por |o tanto, |a energia de los niveles que tienen
mayor probabilidad de ocurrir es esencialmente la misma en un sistema macroscopi co.

o :(SN)_%

X

Figura 10. Distrucion de niveles de ener gia para un gas ideal monoatémico.
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La energia se puede rescalar en unidades de la energia promedio, por |0 que se
obtiene una variable adimensional,

E_/E (13)

X

(E) 1+1°
Asi, ladistribucion de niveles tomalaforma
p(E) = pox'e ™, (14)

en donde pyo es la probabilidad evaluada en la energia promedio. Lafigural muestraala
distribucion p/pp para varios sistemas con diferente nimero de particulas. En lafigurase
observa que la dispersion disminuye al aumentar el tamafio del sistema.

El nmero de estados con energia entre <E>—g'y <E>+0 se puede estimar
mediante un desarrollo en series,

W(E) = (E+0)-V(E-0) =209(E) . (15)
Asi,
|nMME»=u+4Mn£;O. (16)

[Es importante observar |a semejanza entre W y la funcion de particion, ec (4).] Paraun
mol de argdn, InW = 4 x10%, por lo que

W = 10",

Este es un nimero enormey el sistematiene a su disposicion estos microestados, en los
cuales laenergiaesigua desde € punto de vista macroscopico.
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VIl. Gas de particulas en un campo magneético

Considere un gas compuesto de particulas con cierto momento angular definido,
bajo lainfluencia de un campo magnético uniforme, orientado en ladireccion z. En
ausencia del campo, un sistema con momento angular total J presenta una degeneracion
de orden 2J+1.

Lafuncion de onda que caracterizaa cada estado cuantico contiene alas
funciones propias del momento angular |J M>y la energia de interaccién con el campo
magnético esta dada por

B
E, =-"w. (1)
U

Lafuncién de particion canonica se calcula por medio de la suma sobre |os estados,

z= Zj;exp(—ﬂ(—ha)BM)) = zexp(ﬁha)B(n -J))

2J [Shiwg(23+1) ! (2)
— A~ Phiwgd ,Bth)n - e—,Bha)BJ 1-e™™
en donde as = eB/ .
B S
r
. E
B A
Figura 11. Variablestermodinamicas para J=1.
El uso de unavariable adimensional, proporcional alatemperatura,
1
T= : ©)
Bhavg
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facilitala escritura de la ecuaciones, por giemplo las propiedades termodinamicas
adquieren laforma siguiente,

_ | _ Al23+1)/ir

A N‘Eﬁ*ﬁ(}':”’ﬁ = —rini® 1feﬂ, , (4)

U-Ng o 1 23+1 )
Niw, 1-e*" 1-e @’

S+kinN! _ 1-e®" _1( 2J+1 1 ) ©)

Nk 1-e'" r\1-e @ q_g¥r)’
en donde
Eo =hawgd. @)

La probabilidad de que un estado esté ocupado esta dada por

eXp(_,gEM) = g(M+)ir 1-e'"

pmzf_ 1 g@T (8)

Para particulas con espin uno, S=1, las propi edades termodinamicas se muestran
en lafigural y las probabilidades en lafigura 2.

Figure 12. Ocupacién promedio delos estados.

En lafigura 1 se observa que la entropia es una funcion monétonamente creciente
y no negativa con T. Recuerde que la monotonicidad en la entropiay la energia estan
relacionadas con el signo positivo de la capacidad calorifica. Lafigura 2 permite observar
que €l estado de menor energia, M = 1, es el mas probal e atemperaturas bajas, mientras
gue atemperaturas atas la ocupacion promedio tiende a ser igua paratodos |os estados.

Ejercicio: obtenga la capacidad calorificay analice su comportamiento.
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